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DEHOHSTBATIOH 



D'UN PRINCIPE DE LEGENDRE 



RBLATIP 



AU THÉORÈME DE FERMAT. 



Dans sa Théorie des nombres^ page 1 2 du second supplément y Le- 
gendre énonce ce principe ; 

a 11 existe pour chaque valeur du nombre premier n^ un nombre 
premier = 2K/i-|-1^ tel qu'on ne peut pas satisfaire à Téquation 
/=r-|-1, retr' étant deux résidus de puissances /i""" divisées par 6, 
et tel en même temps que n ne soit pas un de ces résidus. » 

Legendre démontre ensuite que cette double condition est satisfaite 
par 2n-{-1 9 toutes les fois que 2/i-f-1 ^^ un nombre premier, et qu'il 
en est de même pour les nombres premiers de la forme 4/i -|- 1 , 8/i -|^ 1 , 
et 1 6/1 -f- 1 ; puis il ajoute , page 1 6 , que Ton vérifierait de la même 
manière que les deux conditions sont encore remplies pour le cas de 
t = 1 0/2 -|- 1 , et celui de 6 = 1 4/i -|* 1 ; mais il ne fait pas cette vérifica- 
tion. 

Pour ne laisser aucune incertitude sur cette matière délicate , en 
ddiors de l'autorité du maître (aùroç eçri) , nous essayons de remplir 
cette lacune. 

Commençons par le cas de = 1 0/i -f- 1 . 

Soit a une racine primitiife de a^^ 1 ( nous conservons le signe 
introduit par Gauss ; quant à Texpression racine primitive ^ elle doit être 
entendue dans le sens proposé par Euler), on sait que les résidus des 
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puissances n'^ divisées par 1 0/i -|- ^ ^"^ représentés par les dix pre- 
mières puissances de a ; Téquation r' = r -}- 1 prend donc la forme gé- 
nérale o'^a^'-j-l, et, à YniAfi de «^«bI, et de a*^ — 1, elle pourra 
toujours se ramener à Tune des deux relations et* -|- a* -|- a' ^ , 
a* -|- a*' ^ o*^ dans lesquelles x, /, z sont des nombres pairs. Si. ou pose 
alor9 pi^^^f pétant ainai une racine primitive de^^f^ on obtient 
P' + P'+P' = 0, ou p*-|-p» = p'. 

Je dis d'abord que ces exposants Xj ^^ z sont difTérents; car si on 
suppose qu'ils soient égaux tous les trois, ou que deux d'entre eux 
seulement soient égaax^ on trouve des résultats de ta forme 3^0, 
^•^^0, 2^±P'. ôr les deux premiers sont absurdes, et le troisième 
conduit à 2*^=t:1, d'où il résulterait 33^0, ou 31 ^0, relations 
impossibles, excepté la première pour n = 1, et la seconde pour 

Cela posé, pour démontrer l'absurdité de ta première ferra» 
P'-j- P* -|- P'^ dans tous les autres cas, il suffit de remarquer que la 
somme des cinq premières puissances de p étant exactement divisible 
par in^£-f-1, si on supprime dans cette somme les trois puissances 
données dont le résidu est zéro, il restera une relation de la forme 
p' + p* = 0, laquelte conduit à 2^0. 

£Miiikio«s maîoÉenafit la seconde forme ff^^f/^^ff^ dani kiqttelle 
:$yf^ 9- soal différents^ atiisl que nen&rafnMis ééjmootréé 

Poux dirainuer le nombre des. kypotlièsesi à» bmrm^ oii peut toujours* 
concevoir cett» i^etation ramenée à la fotma i ^ p^^ p*, dans laqiielte' 
.9 est moindre que a; car si ou avaife x plus grand que z^ on trooverait 
fa^^eoienl p'-^+l sp»''*+% et cette nouvelle relalio» 1 -j-pf^'s^' 
substituée à la première satisferait à la condition de x* moindn» 
que z!. 

$îi 9iaintenaitt «mh^ posa successivement xss: i^ t sa^a, ;ars= 3, senic» 
hypothèses à faire, on aura à examiner les six relations suivantes : 

i+p=p', i+p=ps i+P=PS !+p'=p', «+P*=PS i+p'=p*. 

JVtuliifliqns les trois premières par p?, et le& trois, autres par p ,1 puisr 
aputopSi membre à loembre, les résultat» obtenus, pespeclivement avecr 
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les relations qui les oot fournis, nous trouverons les conséquences que 



TOici : 



1+p+^'+p*-p'+p*» 


OU 


2p«+l_0, 


d'où 


2*— i. 


<+p+p'+p*=p'+p'» 


OU 


p+i=o, 


d'où 


§=~1. 


<+?+?*+?'-?•+?. 


OU 


2P+<=0. 


d'où 


S*— — <. 


<+P+P'+P'-P'+PN 

• 


ou 


2P+1-0, 


d'où 


2'— 1. 


<+p+p'+p'sp'+|b*, 


OU 


2p'H-1=0, 


d'où 


2'=— 1. 


i+P+P'+P*-P*+P'. 


ou 


P'+1 -0, 


d'où 


P' 4. 



Ces diverses conséquences aboutissent à 2^0, ou à 33^0, résultats 
absurdes^ excepté 33 ^ pour /i= 1 . 

La première condition du principe de Legendre est donc démontrée 
pour les facteurs premiers de ta forme 6 i= < O/i -f- 1 , n étant premier 
et plus grand que 3. 

Quant à la seconde condition que n ne soit pas résidu , on a la rela- 
lion 10/2+1 ==0, d'où Ton déduit, en observant que, si n était résidu, 
on aurait /t* ==-L 1, la condition 10'^±1. On arriverait donc à 
Tun des deux résultats 100001 =0, 99999 = 0. Or le nombre 99999 
qui est égal à 9.41 .271 , n'est un multiple de lO/i+l , pour aucune va- 
leur de n , avec la condition que n soit premier ; et pour ce qui re- 
garde le nombre 100001 qui est égal à 11.9091, il ne saurait être un 
multiple de 10/i-|-1 que pour n=1 , et pour /i=909, et ce dernier 
nombre n'est pas premier. 

Si on veut s'assurer que 9091 est premier, on observera que ce 

nombre provenant de ^ J] , n'admet comme facteurs premiers que 

des nombres de la forme 1 0K -[- 1 . Il suffira donc d'essayer la division 
par les nombres premiers de cette forme jusqu'à v9091 . Ces diviseurs 
sont: 11, 31,41, 61 et 71. 

Occupons-nous maintenant du cas de 6= 1 4/i -j- 1 . 

En supposant que a soit une racine primitive de x**^1, l'équa- 
tion r'sr-l-l équivaut à la condition a'-|-1 ^a', qui, à l'aide de 
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«"^1 et de a'^— .<, peut toujours être ramenée à Tune des deui 
formes a*-^a*-[-a*^0, a'-^of^of^x^ jr^ z étant des nombres pairs. 
Si on fait alors a*^^ (p se trouve ainsi racine primitive de x'^l), on 
obtient Tune des deux relations p*-f-p»+p*^0, P'-f-p^'^p*. 

Je dis d'abord que ces exposants sont diflereuts entre eux, car si on 
les suppose égaux , ou qu'on en suppose seulement deux égaux, on 
trouve des résultats absurdes comme 3^0, pi'^O, ou bien 2^=hpv 
lequel donne 129^0, ou 127^0; or, ces uotnbres 129 e% 127 ne 
sont divisibles par aucun nombre premier de la forme 14/i-|-1 , n étant 
premier, si ce n'est 129 pour /2 = 3. 

Cela posé, considérons la première forme P'-f-P^'-f" P'^0» et dési- 
gnons les exposants possibles de p dans lordi'e de leur enchainement 
par or,, x,, T,... x,, et par x. Tun quelconque d'entre eux, quelle que 
soit d'ailleurs de 1 à 7 la valeur numérique de ar.. 

La relation peut avoir la forme P'^-l-P'^-l-p^^O, et alors, si on 
multiplie par p', elle produit p**-f-p'»-[-p'«^0, de sorte qu'en 
ajoutant, on arrive facilement à P'^^O. Elle peut avoir la forme 
P*» + P*«-|-p'»^0, et alors, en multipliant par p, on obtient 
P** + P'* + P^^O, lequel résultat, ajouté à l'hypothèse, conduit 
à p^'^O. Enfin, elle peut avoir la forme P'^+p'^+p^'^O, 
z étant susceptible seulement des trois valeurs 4, 5 et 6. Si on suppose 
2=5, et qu'on multiplie par p', on trouvera p*» -[" P** "i" P*' ^ 0, ce 
qui aboutit de suite comme précédemment à P'^^O. 

Reste donc à examiner les deux hypothèses r== 4, z= 6. La pre- 
mière p*»-["P'*H"P**^0 conduit, étant multipliée par p*, à la relation 
P**+P*^-|-P'«^0 ; de sorte qu'en ajoutant membre à membre, on ob- 
tient p*»-|-P'«-|-p'^-fP*»-[-P**+P'«=0. Si alors on ajoute p-^+p*» de 
part et d'autre, on trouve p*«^p'»-j-P*' ou p**^p** + P*'> résultat 
incompatible avec p'*-f"P** + P**^0, puisqu'en ajoutant on trou- 
verait 2P"«^0. La seconde P'»-}-P'*+P'^^0 conduit, étant multi- 
pliée par p% à p*i-j-p*t-f-p*«-|-p-»-f-p*«-|-p*i = 0, de sorte qu'en 
ajoutant de part et d'autre P*»+P*'» ^" obtient p'*^P'»-|-p*' ou 
p*tr=p**_^P*i ^ résultat incompatible avec p*»-j-P'«-|-p**^0, puisqu'en 
ajoutant on trouverait 2p*«^0. 

Passons maintenant à la seconde forme p'-[-p*^P', ou plutôt 
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1 -|- p*^p', dans laquelle x et 2 sont l'un et l'autre différents de 7. On 
peut toujours supposer x moindre que z^ car si on avait x plus grand 
que Zj la relation pourrait être remplacée par la condition équivalente 
p^-*-j-1 =p'-*+* ou \ -j-p^^p^, dans laquelle ;i/ est moindre que J, 
Cela posé, les divers cas à examiner se réduisent à quinze que nous 
désignerons par leurs numéros d'ordre, et dont voici le tableau : 

l + p=p», l+p=p^, 1+P=PN 1+P=P*, 1+Psp*; 
<+p»=p», 1+P'=p*, 1+P»=P*, i+P*=P^; 

Considérons d'abord les six cas [2]"^ [4], [U], [6], [9] et [13], 
savoir : 



4+p=P^, 1+Psp», 1+P»=P', <+?*=?*. 

Multiplions les trois premières relations par p*, et les trois autres 
par p, puis ajoutons, nous trouvons 

<H-p+p»=pp, p+p»+p»=p», i+p»4.p»=p, <+p+pi=p», 

P + P«+P» = P', <4.p + p»=p«; 

on en déduit , en multipliant la troisième par p , la dernière par p*, et 
par p' toutes les autres , puis ajoutant et complétant la série dans le 
premier membre , les résultats que voici : 

p+p*+p«=o, i+p+p»=o, p+p«+p«=o, <+p*-|.p«=0, 

i+p»+pf=o, p+p«+p'=0. 

Or, tous ces résultats rentrent dans la forme générale p'-|-P'-f-^'^0, 
dont nous avons démontré Tabsuitlité. 

Considérons maintenant les trois cas [3], [<<]f [15], c'est-à-dire 
\ +P=p*, 1 +pP=p\ 1 +pP=p«, conditions dont la forme gêné- 
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raie est 1 -f-^*^^'- Si on forme les carrés, on trouve 1 -f-S^'-t-^**^^, 
ou 1 -{- ^*' -|- ^*' ^ 0, résultat qui rentre égalenaent dans la forme 
P* -{- ^ -|- P' ^ 0. On peut encore multiplier par P' et ajouter, on 
trouve 1 -j-p^sO, d'où l'on déduirait 2^0. 

Reste donc les six cas [1], [7], [12], [5], [8] et [10], savoir : 

i+p=p', i+p'=PN i-\-?^ff, l+P^P*. <+?•=?•. 

1+P»=P^. 

I^s trois premiers sont compris dans la forme générale 1 -^^'^ ^**; 
et les trois autres qui reviennent à p*-|-(î^1, p*-j-p*^1, p*-|-p*^,<, 
ont la forme commune ^'-f"^*"^!. La première forme donne, si on 
élève au carré, 1 + 2^' + p*'^^ p", et, à cause de l+P'^p**, on 
irouve 2^** + ^*^^**; si alors on carre de nouveau, on obtient 
4p*«-j-4p>»-|.p*«=p*«', condition qui se réduit à 4(P*+1)P''=P*— P", 
ou Ap**^ — 1 , et qui conduit définitivement à 4'-|-1 ^0. La seconde 
forme p'-f P*'^^ donne, étant carrée, P*"-|-2P*'+P*'^1, ou 
2P''-|-P''^1, à cause de p*'4-P''^P*"; carrant alors de nouveau, 
on trouve Ap^'-f 4p*' + p'* = 1, ou 4p*'(P'+i)=< — p^*; maisThy- 
pothèse donne P*+1 ^p**, et par conséquent 1 — P"*^ — P'; donc 
4p*^^ — P*. Ainsi on arrive à Ap*"^ — 1, et par suite à4^-j-^^^0. 
En conséquence , on voit que dans les six derniers cas , on est con- 
duit au même résultat 4^4*1^0, ou 16385^0, ce qui imposerait 
au nombre 16385 la condition d'être un multiple de 14/2-|-1. Or, 
1 6385 = 5 . 29 . 1 1 3 , et 1 4/i-[-1 ne saurait être aucun de ces diviseurs, 
n étant premier, si ce n'est pour /i = 2. 

La première partie du principe de Legendre se trouve donc démon- 
trée pour les facteurs premiers de la forme6 = 14/z-j-1, n étant pre- 
mier et plus grand que 3. 

Pour démontrer maintenant que n n'est pas résidu relativement au 
facteur 14/i+1, on a 14n-[-1 ^0, condition qui conduit à 14'=_L1, 
parce que si n était résidu, on aurait n^^dL 1 . Or, 

V IV-fl =105413505=3-5.7027567, et 7027567 qui est pre- 
mier, ne peut être de la forme 14n-|-1 que pour n = 501 969 qui 
n'est pas premier ; 
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ïft* 44'^1i£$40Mf950$ttti13.8tO8734, et 8108731 qni est pre- 
mier, ne sattrtfit être 0e U fomié U/i + « qae pour /« =i=± &r9f 9& qui 
ii'e«t pâfr premier. àit«i leA réâiihatâ 4'zt 1 ^0 «ont âtbsutdeô , puis- 
quils ne contieitoéiit aucyn diviseur premier de k forme 14/^-|^t, 

/i élaiU premier. 

Il nous reste à dire comment on peut s*assurer que les nombres 
7027667, 8108731 soni premiers. Comme ces nombres en raison de 

leur orig^ift - "Tù îtTn * ^^ peuvent avoir pour Eactenrs premiers 
qùë de» ttombrefi et la fermé 1 411 4* * ^ ^' suffira de rechef c^hef leu r 
ÂvisibSîté parle!» nombre» premias de cette forme jusqu'à v'^fÔBfàl . 
Le» diviseurs k essayer som au nombre dç 68. C'est donc là une s^rie 
d'opérations tfè»-prati<5able», mais fort laborieuses, d'amant pfus que 
pour dresser la liste de ces diviseurs^ on pour les vérifier^ il faut préa- 
lablement se faire u»e table de nombres premier» jusqu'à 2857. Voici 
cette Uste : 

29, 43, 71, 113, 127, 197, 211, 239, 28», 337, 379, 421, 
44», 468, 49*,. 547, 6f7, 6»1, 669, 673, 701, 743, 787„ 
827,^888, «11^ 953^ 967, 1809, lOMy t093, 1163, «S»©' 
laoa,; «373^ 142», ♦471, 1499, 1583v i597, I66f7, 170&, 
17aa^ tOT7, *933,i Sôôa, 2W7, 2087, 2f3î9f, 2*43s 2ÎI», 
2269^ 2297, 2311., 233»^ 2384, 2423, 24*7, 2521,. 2S4», 
2591, 2633, 2647, 2689, 2731, 2801, 2843, 2857. 

Au »ifrp)us, îCti'6»tpas iiÀ:!essair<e' à la démotYstrattnn du pi^iticipe 
de Legendre , (fe proiwer qi*e 702?7567 et 81 08734 sotrf dfes nombres 
premiers. Ce qu'il est réellement indispensable d'établir, c'est qjuie €es 
nombres n'ont aucun diviseur premier de la forme 14/i-[-1, n étant 
premier. Aussi nous n'entreprendrons pas, pour abréger le calcul pré- 
cédent, de recourir aux méthodes particulières qui ont pour objet de 
déterminer si un nombre est premier, nous réservant d'aborder ailleurs 
cette matière difficile , et d'y ajouter des procédés que nous croyons 
nouveaux; nous proposerons de recbercher seulement ce qui| 
importe de savoir. La marche qui suit nous parait présenter quelque 
avantage. 
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Après s'être assuré que les nombres dont il s'agit , n*ont aucun diyi- 
seur de la forme 14K-|-1 jusqu'à 1009| on sera certain que, s'ils ont 
des diviseurs de la forme 1 4/i -f- 1 * ^ ëtant premier, ces diviseurs ne 

sauraient être plus grands que .^ , et qu'ainsi ils doivent être 

moindres que 8100. On établira donc la liste des nombres de la 
forme 14/i-f-1 , pour n premier, de 1009 à 8100, c'est-à-dire de 
n=73, jusqu'à /i=587, or, pour ce travail, il suffit d'une table de 
nombres premiers jusqu'à 1009 seulement, table que chacun peut 
au besoin se construire en quelques traits de plume. On rejettera de 
cette liste tous les multiples de 3 et de 5 si faciles à reconnaître à fa 
première vue, voire même ceux de 7 et de 11 , et l'on déterminera 
ainsi les diviseurs qu'il s'agirait d'essayer. Voici ces diviseurs , 

1163, 1247, 1499, 1583, 1919, 2087, 2339, 2423, 2507, 
2759, 3263, 3347, 3599, 3683, 3767, 4439, 4859, 4943, 
5363, 5447, 5867, 6203, 6287, 6539, 6707, 7043, 7127, 
7883, 7967, 8219. 

Et, avec le soin de tenir compte des égalités qui suivent : 1 247=29.43, 
1919=19.101, 2507=23.109, 2759=31.89, 3268 = 13.251, 
3599 = 59.61, 3683 = 29.127, 4439=23.193, 4859=43 .113, 
5363=31.173, 5447=13.419, 6539 = 13.503, 6707 = 19.353, 
7967=31 .257, la liste des diviseurs à essayer se réduira aux nombres 
suivants : 

1163, 1499, 1583, 2087, 2339, 2423, 3347, 3767, 4943, 
5867, 6203, 6287, 7043, 7127, 7883, 8219. 

Cette dernière liste ne contient plus que des nombres premiers. 
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THÉORÈME DE FERMAT. 



RECHERCHES NOUVELLES. PREMIERE PARTIE. 



OBJET DE LA PREMIERE PARTIE. 



La dëmonstration du thëorème de Ferma! , ou plus généralement Tim* 
possibilité de la relation a*+ ^^c", pour un nombre premier n plus 
grand que a, se rattache à l'imposâbilité de certaines relations de la 
forme oc^ + a^ + a'^o, dans lesquelles a est une racine primiiwe de 
.r^^ I, relativement à un facteur premier h Ae la forme ikkn + i. En ef- 
fet, toutes les fois que cette relation est impossible , ce facteur doit di- 
viser l'un des nombres a , ^ , c; et, comme la suite des novahres premiers 0, 
pour un nombre premier donné /i, est infinie, si la forme ce* + o^-l- «*^o 
était impossible pour une infinité de facteurs appartenant à cette suite, 
la relation a'^ + 6"^c" le serait en même temps, puisque l'un au moins 
des nombres a, b^ ç admettrait une infinité de facteurs. 

Nous disons que la suite des nombres premiers de la forme làkn + i , 
pour un nombre premier donné /i, est infinie; car, si elle ne Test pas, 
soit le plus grand de tous les facteurs de cette suite , et imaginons que 
k soit le produit de tous ces facteurs, y compris O ; le nombre A* 4- i ne 

pourra être divisible par aucun <i'eux , et , puisjque -r ne peut avoir 

pour diviseurs premiers que des nombres de la forme fiAn + i (i), il fau- 

(i) Les nombres de la forme r- {n étant premier)^ ne peuvent avoir pour diviseurs 

premiert que n et des nombres de la forme %An -)- 1 ; et, pour contenir n, il faut que a-^ h 
le contienne. Ce principe se démontre rigoureusement, sans qu'il soit nécessaire de sup- 
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dra bien qu'il en existe au moins un plus grand que 6 : la suite n'est 
donc pas limitée. 

Or nous avons fait voir, dans notre premier mémoire , que, pour 
6 = ion + 1 9 el pour h = g^n 4- i , It relation ce* -4- a/ -h a' ^ o se ra- 
mène à l'une des deux formes e* + e^ +• t* ^ o, e' + e^^ e*(i), e étani, 
relativement à 6 , une racine (2) de i;^ ^ i pour f =: 5 dans le premier 
cas, et pour f = 7 dans le second ; et nous avons démontré l'impossibi- 
lité de ces deux dernières relations: il en résulte que, dans l'état actuel 
de la science, la relation a" + ^ = c" ne peut avoir lieu pour aucune 
valeur donnée de n (3)j si l'un des nombres a, b^ c n'est divisible par les 
facteurs /irp/wi^rj de la forme an -H i, 4^ + i,8/i-|-i, i6n + 1, io/i-|-i 

et i4« + I (4)- 

Pour étendre à d'autres valeurs de cette condition de divisibilité, 
nous nous sommes aperçu qu'il existe un grand nombre de cas (5) où , 
6 étant un nombre premier de la forme tiArf/i -h i , et « une racine primi^ 
tis^e de x^ ^ I f la relation <^ + a^ 4* «* ^ o peut se ramener à l'une des 
deux formes 1' *4- t/ -4- •' ^ o , a' 4- (^ ss e' ; et nous en avons conclu l'u- 
tilité qu'il y aurait à constater l'impossibilité de ces deux relations pour 
d'autres valeurs de f que celles déjà connues. En restreignant la question 
au cas où f est un nombre premier^ nos recherches nous ont conduit à 
démonti^r l'impossibilité des deux relations proposées pour f = 1 1 , 
f= i3|f:=:ri7 eif = i9;et elles nous ont fait découvrir des principes 
généraux et des arlifices d'analyse qui rendent praticable l'examen de ces 
relations, même pour des valeurs de f au delà de 19. 

poser infinie la suite de» facteurs premien 6 : il n'y a donc pas de cenh vicieux. (Voir 
Legendre.) 

(i) Le choix de c nous ayant paru plus heureux, nous l'avons subtitué à 6. 

(a) Nous supprimerons le mot primitive toutes les fois que 9 sera premier^ parce que, 
dans ce cas, les 9 racines de xf ^ 1 sont primitives. Observons, à ce sujet, que les ^ pre- 
mières puissances de chacune de ces racines donnant toutes les autres, on peut toujours 
poser : c ^ e''; t" ^ e' ; s" ^ e'', e' étant une autre racine de x9 ^ i . 

(3) Nous supposons toujours que n est un nombre /^r^mêrr plus grand que a. 

(4) Voyez sur ce point, le second supplément de la Théorie des nombres de legendre. 

(5) Ce sera f objet de la seconde partie de nos recherches. 



PREMIER LIVRE. 

Prîocipes ayant pour objet de réduire le nombre des cas d'examen, auxquels il faut sou- 
mettre les deux relations e* -h «/ -f- e* ^ o, t*-4-«/^i% pour en démontrer Tim- 
possibilité, f étant un nombre premier quelconque (i). 



PREMIER PRINCIPE. 

Les deux relations e* 4-* e^ -4- e* ^ o, e' -h e^ ^ e*, quand elles ne sont 
pas déjà de la forme i-|-t-i-8*^o, i-i-e^ t*^peuifent être ramenées à 
cette forme. 

Après avoir divise par t^ les deux relations proposées, et les avoir mi* 
ses sous la forme i h- e' -f- é* ^ o, i + e* ^ e*, on posera e' ^ t\ t étant 
par cela même une autre racine de x^^ i ; puis, en déterminant m de 
manière à satisfaire à la condition mx = f / + i y on obtiendra s ^ s'"*, 
et, par suite, e* ^ e'*", d*où Ton déduira e* ^ e*', en faisant /wz = z' : on 
trouvera donc, en supprimant les accents, i + e + e^ ^ o, i + e^ t*. 

On voit que m dépend d'une équation indéterminée du premier degré 
toujours résoluble, puisque 9 étant premier est premier avec x^ un seul 
cas excepté, celui de x = f (a); ce cas conduit d'ailleurs à a? ^ ± 1 , ré- 
sultat dont l'impossibilité sera démontrée (3). 

Comme on peut toujours supposer que z n'est pas supérieur à f, ce 



(i) C'est vraiment an siège en règle que nous entreprenons; mais la question en vaut la 
peine. 

(2) On peut toujours supposer que x est au plus égal à 9; il ne pourrait d'ailleurs être 
égal il I, puisque, dans ce cas, la transformation serait sans objet. 

(3) Elle le sera dans le second livre, qui paraîtra incessamment. 

I. 
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premier principe réduit tout d'abord à f le nombre des cas à examiner 
pour chaque relation. 



DEUXIEME PRINCIPE. 

Le nombre des valeurs à essayer pour z dans chacune des relations 
i-f-e-f-E'^o, i+e^ t*peut être réduit à ^ . 



Posons e^e'^ — ', e étant déterminé par la condition c'^e^— ', nous 
aurons e*^ e> — % et par conséquent les relations deviendront 

de sorte qu'en divisant par e'f — ' on trouvera, après la suppression des 
accents: i + e -h e9-* + ' ^o, i -+- e^c^— '+'. 

Réciproquement y on peut revenir de ces dernières relations aux pre- 
mières; car, si on pose f — z + \^z\ et qu'on ait recours au même 
mode de transformation, en faisant e^c'^"', on trouvera ç — ^' -♦- i 
pour l'exposant de e' dans le résultai : or, 9 — z' + i n'est autre chose 
que z. 

On conçoit dès lors que, si l'impossibilité est démontrée pour le cas 
d'un exposant particulier <p — z + 1 , elle le sera en même temps pour le 
cas où l'exposant serait z, et réciproquement. Il suffira donc d'essayer 
dans les deux relations l'une des deux valeurs appartenant à chacun des 
groupes binaires donnés par les expressions 2 et ç — s -}- 1 , en fai- 
sant varier z depuis 2= 1 jusqu'à z= (^ — x: -f- 1 , c'est-à-dire jusqu'à 

z = . Ces groupes binaires sont : 

, 9 — I 94-3. 9+1 9-I-1 

1,9; a,9— i; 3,9-2;... I-^—,X__, I-_,I_-. 

9+1 
Le terme se trouvant deux fois dans le dernier groupe, le nom- 
bre des cas à examiner est réduit seulement à ^ . 
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TROISIÈME PRINaPE. 

Si on essaye pour t dans ta relation t + e + e* ^ o Cune des six valeurs 

nm 4- I m© + zf — t mm — i m© + z' , . 

z , ç_ z' + ,, ^ , -ï— , ; , -f -, ce seul essai 

Z z z I z — I 

dispensera (T essayer les cinq autres valeurs. 

Pour arriver à ce principe, il faut remarquer d'abord que la relation 
I -h e + e'^o conserve la même forme, quand on y fait Tune des suppo* 
sitîons suivantes : 

. = «'»-', d'où e* = i''-^ e'se', d'où e = e' * ; 

11*9 — I 

«*^e''""*, d'où e ^e' * ; e ^ e", avec «r=iit9-|-ar-f-i; 

e ^e", avecj8a:=/«9+^ — i» 

Voici en effet les transformations auxquelles donnent lieu ces diverses 
hypothèses: 

La première donne: i-M'*~' +4'''"*^o ou i+ê'+t'''""*'^* ^oj 

tn^ "j" I 

La deuxième donne : i+e'-fe' ' ^o; 

La troisième donne: i+^ * -|-e"^^*^o ou i-|-«'-f-«' * ^o; 

La quatrième donne: i-f-e''4-/''*"'^o ou i+e'-|-f' *""' ^o; 

La cinquième donne : iH-e"4-e'*""*^o ou i+e'+s'*""' ^o. 

Ainsi, pour une valeur z' de z, la relation pourra être transformée de 
manière que l'exposant de e prenne celle que l'on voudra des valeurs sui- 
vantes : 

(i) iii est le plus petit nombre qui rende le nnmérateur de chaque expression fractionnaire 
uo multiple exact de son dénominateur. Toutes ces expressions sont moindres que 9; car, 
soit » la valeur de Tune d*elles, on a, pour découvrir cette valeur, une équation indéter- 
minée du premier degré de la forme 1119 -|- a = bx, dans laquelle a etb sont mmndres quef 
(le cas particulier de s' s=f étant réservé ainsi que celui de ^ = i). Or on sait qu'en fai> 
sant croître x de i à^ — 1, on doit nécessairement trouver un produit qui, divisé par f, 
donne a pour résida. 
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Nous disons maiotenaot que, si, J étant donné, on prend pour z Tune 
des valeurs déterminées par les formules précédentes, on pourra trans- 
former I + e -h e'^o, de manière à retrouver z' pour l'exposant de c 
dans la transformée. En effet , si on fait subir a cette relation les trans- 
formations indiquées, les exposants de s dans les transformées seront don- 
nés par les mêmes formules 

mç -4- I /»9 -y- z — I mf — i mç -f- * 

' Z Z Z — I Z I 

lesquelles donnent toutes £ pour résultat, lorsqu'on substitue à z 

9 — V -h I dans la i'*, ^ ^ — dans la 2*, — ? dans la 3% 

z*^ z — I 

— ; dans la 4*^ — r dans la 5* (i). 

z ' z — I 

Ainsi il y a, dans chaque cas, une transformation qui conduit de 
I -f- e 4- e*^ o, à I -f- e' -h 8***^0, quand on a pris pour z Tune des va- 
leurs dont il s'agit. 

En conséquence, si, z! étant donné, la relation i + e + e'^o est im- 
possible pour l'une quelconque des valeurs particulières données par les 
formules, elle le sera pour toutes les autres; car, quelle que soit celle de 
ces valeurs attribuée à z dans i + e + e^^o, on pourra passer de cette 
relation à celle-ci i -4- e' + e'^'^o, et de cette dernière à la relation 
dont l'absurdité est reconnue (2). 

(i) Il est du reste évident que, si la relation 1 -|-e'+c'/^ o a été déduite de la relation 
I + e+e'' ^o, en posant s ^c'', on doit retrouver la première, & l'aide de la seconde, en 

posant t* ^ e ou c' ^ t ' . 

(2) Cette double transformation se réduit à une seule dans TappH cation, parce que, si la 
première s'eflectue en posant t ^e'', et la seconde en faisant t' ^ e'^/, le résultat s'obtiendra 
tout de suite, en posant t ^e'''/ dans la relation proposée. 
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QUATRIEME PRINCIPE. 

Si on essaye successivement pour z , dans chacune des relations 

» 

I -he — e*^ov I — 6-4- e*^o, — .i + c -4- c* ^ o, une seule des six va^ 

, . m® -h I /w© 4- z' — I /wç — 1 mm -i- z 
leurs Zy ff — JB + I , — ^-? — y -^ ', > —7 ï — r f ^^ ^^^ 

z z z — • I t — I 

dispensé (T essayer ces valeurs de z dans la relation \ + e ^ e'. 

Les transformations opérées sur la relation i + e -f- e' peuvent Tétre 
de la même manière sur la relation \ + t^t*\ seulement, comme on part 
de I +6 — e'^o, on arrive à trois formes distinctes, à cause des 
signes : 

mais il est clair qu'abstraction faite de la différence apportée par le si- 
gne, chacune des trois formes précédentes, transformée par les moyens 
précédemment indiqués , peut en donner cinq autres, dans lesquelles 
l'exposant de e aura pour valeurs les nombres déterminés par les 

formules 

m© + 1 m© H- z — I /w© — - i »i© -f- x , 

A — z+l^ ' 1 — • 9 — > — = > 

' z z z — I z — I 

et de plus, comme nous l'avons déjà remarqué, ces expressions donnent 
toutes Zy lorsqu'on substitue à z 

f — jï' -f- I dans la i'*, — î— 7 — dans la a*, -f- dans la 3*, 

z z — I 

" , dans la 4** — T- dans la 5*. 

z — I z — I 

Il en résulte que, si z est l'exposant de e dans la relation, elle pourra 
être transformée de manière que l'exposant de e prenne l'une des va- 
leurs déterminées par les formules, et que, réciproquement, si l'exposant 
de 6 est l'une de ces valeurs, la transformation pourra reproduire z\ 

En conséquence, si, z' étant donné, l'impossibilité est acquise pour les 
trois relations i 4- e — e*^o, i — < -+- e*^o, — i + e :♦• e*^o, z re- 
présentant l'une des valeurs déterminées par les formules, la relation 



lO 

t + e — e^^^o le sera pour toutes les valeurs. En effets quelle que 
soit celle de ces valeurs que l'on veuille considérer dans la relation 
I +6 — e' ^ o, on pourra toujours la transformer de manière que Tex* 
posant de e devienne £j et une seconde transformation conduira à une 
relation dans laquelle Fexposant de e sera celui pour lequel l'absurdité 
est acquise (i). 

Nous remarquerons ici que les valeurs 

Z, ^ — s -f- I , > — — ^^— 9 > 9 



z — I a— I 



forment, deux à deux, trois des groupes binaires dont il a été parlé dans 
le deuxième principe : en effet 



m^ -h I mf -h » — I 

z 



= f + I , en posant mz=: z; 



m© — I 019 4- * 

— ! ^ .-j sss o -4- I , en posant m =: z — i ; 

z I z — I "^ 

donc, si Tun des deux termes d'un groupe est représenté par Uy l'autre 
sera 9 — « -+- i. 

Cette observation fait voir que, pour démontrer l'impossibilité de 
I + e^e', dans le cas des six valeurs dont il s'agit, on aura à choisir 
entre deux méthodes: celle fondée sur le deuxième principe, qui consiste 
à essayer pour z dans cette relation trois des six valeurs 

/w© -I- I wtç + « — I . fnç — I m© + js 
z, 9 — z+i'j — i 1 — i ï —^ 7 — ' y 

^ z z z IS I 

une seule de chaque groupe; et celle <|ui consiste à essayer une seule de 
ces six valeurs dans les trois relations 

I 4- e — fl'^o, I — i-|-e*^o, — i-|-e-|-t*^o. 

(i) Nous avons déjà fait observer que cette double transformation se réduit à une seule. 






— Il 



OBSERVATIONS SUR LES FORMULES 

mo+i mQ^-'z — I IW9 — i w©-+-j8 

^ ^ ' z Z Z I Z 1 

Première observation. Les divers systèmes de valeurs^ auxquels con- 
duisent tes formules^ ri ont aucun terme commun. 

Les transformations indiquées dans les deux propositions précédentes, 
sont les seules que Ton puisse effectuer sur i -h « 4- e*^o, i +e — c*^o, 
à cause de la condition imposée à la transformation de conserver pour t 
dans la transformée deux exposants qui se suivent u^ £/ + i . En effet les 
hypothèses à faire sur e, ne peuvent satisfaire à une pareille condition 
que de deux manières, dans la comparaison de l'un des trois termes avec 
Tun des deux autres : ainsi dans la comparaison du second terme avec 
le premier, on peut poser e^e'9+' ou e^^e>— '; dans celle du troisième 
avec le premier, on peut poser e»^e'^*+'ou e*^e'<P-%*; enfin dans celle du 
troisième avec le second, on peut supposer e^c'* avecz.a:=/wç4-x+ i, 
ou avec zx^=. /7if + ^ — i ; mais il n'y a pas d'autres combinaisons que 
celles-là. 

t)'un autre côté, il a été établi que, z étant donné, si Ton prend pour 
l'exposant de e l'une des valeurs déterminées par les formules, on peut 
transformer de manière à revenir à z', et par suite à chacune des autres 
valeurs. Soit donc a^e'' l'hypothèse nécessaire pour oblenir^'la première 
de ces deux transformées, puis t^t'^ celle qu'il faut faire, en partant 
de celle-là, pour arriver à la seconde; il est clair qu'on parviendra direc- 
tement au résultat en posant tout d'abord e ^ e"'^ dans la relation que 
Ton considère; et, comme cette dernière relation ne peut conserver la 
forme obligée que par Tune des transformations indiquées, il est évident 
que l'hypothèse e ^ fl^*y est nécessairement l'une df celles précédemment 
exposées. 

Ainsi ce sont les mêmes moyens de transformation qui conduisent aux 
termes d'un système, en partant de l'un de ces termes; et ce sont par 
conséquent les mêmes formules qui expriment les diverses valeurs d'un 
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système en fonction de l'une quelconque de ces valeurs. En conséquence, 
si, après avoir obtenu un premier système de valeurs, on substitue à z 
dans les formules un nombre z" différent de ceux déjà obtenus, on for- 
mera un second système de valeurs qui ne contiendra aucun terme du 
premier, puisque, s'il en contenait un seul, le terme commun reprodui- 
rait z'^ dans le premier système. 

Deuxième observation. Si on suppose z plus grand que ^, moindre que 

ç, et différent de , les nombres qui composent un système seront 

différents entre eux , toutes les fois qu^on ne pourra pas satisfaire à la 
condition z{z — i ) = wç — i . 

Puisque les formules donnent les diverses valeurs d'un système à l'aide 
de l'une quelconque de ces valeurs, si le système contient des valeurs 
égales, et que l'on représente Tune d'elles par z', il y aura au moins une 
formule qui devra reproduire cette valeur. Il s'agit donc de voir si les 
égalités auxquelles conduisent les formules, quand on les égale à z', sont 
possibles, et dans quels cas elles le sont. 

Résolvant ces égalités relativement à z\ et supprimant l'accent, nous 
trouvons : 

^=-2-^, (z + i) (z — i) = lîiç, z(z— i) = /»9— I, 

z {z'^ i) = mç — I , z(z — 2») = 'wç. 
Toutes ces conditions, à l'exception de z(z — i) = mç — i , sont évidem- 
ment absurdes, si on suppose z plus grand que a, moindre que f , et dif- 
férent de =- 



APPLICATION DES FORMULES. 
Des divers systèmes de valeurs donnés par les formules. 

Premier système. Le premier système se compose de deux valeurs 
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seulement, i et f . Ce sout les seules valeurs que donnent les formules 
quand on y substitue i ou f à 2 (1). 

Deuxième système. Le deuxième système se compose des trois valeurs 

m ^ j 

a, , ç — I. Les formules ne donnent que ces valeurs quand on y 

substitue à z soit a, soit , soit f — i (a). 

Les nombres 3 et 4 ne feront jamais partie de ce système, à partir de 

f = 1 1 ; car en égalant à 3, puis à l\^ les expressions -^ et f — i, on 

a 

trouve pour la première 9 = 5, f :r= 7, et pour la seconde 7 = 4» 9 = 5. 

Troisième système. Le troisième système s'obtient en faisant r=:3 dans 
les formules générales , ce qui donne : 

^ m® + I m® + a 9 — i /119 4- 3 
3, ? — a, —^-5 — > — î-5 — J -î— — » ^ 



3 ' 3 a a 

Ce système ne servira qu'à partir de 9 =^ 7^ parce que les deux premiers 
systèmes donnent les valeurs relatives au cas de 9=3, et à celui de 
9 = 5. Le nombre 3 sert à le former, parce que ce nombre ne se trouve 

(1) Les formules donnent pour s=: 1 : 

...p,,,,, -JL--, -I-—, 
ety pour 2 =: 9, elles donnent : 

^ >» — - — » \ > >»?• 
9 ? 

L*absurdité des valeurs 

nt^ — * 1 mo + I m^ -f- 1 mo *- i 
, , , — i , 

o o f 9 

se justifierait facilement, en remontant aux hypothèses qui les donnent. Les cas de z = ^ 
et de s = I avaient du reste été réservés (page 5). 

(a) On trouve 

9+» 9 + * 
pour z == a : a, ç— 1, ■ ■ > -^ > 9 — i, a; 

a a 



9 + 1. 9 + 1 9-4- I 

s=î . i 9 ■■ ■■ » a. 



pours=: • ' > ■■ ■■ » a, cp— I, a, 9 — 1 ;. 

a a a 

pour x=y — i: 7 — 1, a, 9 — i, a, > • 
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pas dans les deux premiers systèmes pour 9 z= 7, et qu'il ne s'y trouvera 
jamais pour aucune autre valeur de 9 au delà de 7. 

Les nombres obtenus pour ce système seront diffêrents à partir de 
9^:7 iiy parce que la condition z{z — i)=/n9 — i n'est possible pour 
z=:3, qu'en supposant 9 = 7. Au delà de 9= 11 le nombre 4 n^ sau- 
rait faire partie du système : on trouve en efTeti en galant à 4 l^s divers 
termes qui le composent : 

9 = 6y 1719:=: II, 1119= lOy 1719 = 9, 1719=5. 

Quatrième système. Le quatrième système s'obtient en faisant 2 = 4 
dans les formules, ce qui donne : 

4, ?, — 3, — ^. — j— » 5—. —g 

Ce système n'aura d'application qu'à partir de 9=:! 3, parce que pour 
9 = 7 et 9z=z 1 1 y les valeurs sont données par les trois premiers sys- 
tèmes. Le nombre 4 sert à le former, parce qu'il ne fait partie d'aucun 
des systèmes précédents, au delà de 9= ii. Les nombres obtenus pour 
ce système seront différents au delà de 9 = i3, parce que 9= i3 est le 
seul cas où la condition z(z — i ) = /7}9 — 1 puisse être satisfaite 
pour ^ = 4> 

Enfin les systèmes suivants, s'il y a lieu de les former, s'obtiendront 
en substituant à z dans les formules générales l'un des nombres restant 
à essayer, et ainsi de suite, tant que les valeurs à essayer n'auront pas été 
épuisées. 

Tableau des dix^ers systèmes que F on obtient^ en donnant à ^ les valeurs 

particulières : 3, 5, 7, 11, i3, i^j et 19. 



Valeurs 


Pranier 


Deuxième 


Troisième 


Quatrième 


Cinquième 


def. 


système. 


système. 


système. 


svstème. 

• 


système. 


9= 3 


1,3 


a. 








9= 5 


1,5 


a, 3, 4. 








9= 7 


i>7 


a, 4f 6 


3, 5. 






9=11 


i,ii 


a, 6,10 


3» 9> 4, 8, 5, 7. 






9 — 13 


i,i3 


a, 7,ia 


3,11, 9, 5, 6, 8 


4,10. 




= »7 


*»ï7 


a, 9»ï6 


3,i5, 6,ia, 8,10 


4,i4,i3, 5,11, 7. 




9 = 19 


iji9 


a,io,i8 


3>»3,i7, 7, 9,11 


4.16, 5,i5, 6,14 


8,ia. 
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On voit par ce tableau , qu'à Texception des deux preraiera^ tous les 
systèmes sont complets pour 9= 1 1, ^ =7 17, c'est*à-dire lorsque f — 5 
e^ UD multiple exact de 6 ; et qu'il n'y en a qu'un d'incomplet pour f = 7 1 
f = i3y 9= 19, c'est-à-dire lorsque f — 5 n'est pas un multiple de 6. 

Les systèmes incomplets proviennent des valeurs égales qu'ils contien- 
nent. Ce résultat était établi d'avance par les principes jusqu'à f = 19; 
mais le fait qui les vérifie, se prolonge au delà de cette valeur. Il y a donc 
lieu de démontrer qu'il se continue indéfiniment. 

J'observe d'abord que, lorsqu'il y a des valeurs égales, les six valeurs du 
système se réduisent à deux nombres distincts ; trois sont égales au pre- 
mier de ces nombres , et les trois autres au second. En effet , en démon- 
trant la condition des valeurs égales, nous avons vu qu'il y avait deux 
formules, la quatrième et la cinquième, qui donnaient la même condition 
z{z — i)=^f — I ; ainsi, dans le cas où cette condition est satisfaite, il 
y a trois termes égaux. Mais, si on représente par 11,, 114, Us ces trois 
termes, eu égard au rang qu'ils occupent dans le système, les trois autres 
termes a,, 1/3, o^ en raison de la remarque qui a été faite (page 10), don- 
nent a, = ç — Ut+ 1, ii3 = ç — 1^4 4- 1,1^6 = 9 — eift+i; donc, à cause 
de £i| = £i4=tt(, ou aura : u^ = ut=:uB. Cette proposition fait voir que, 
si on peut satisfaire à la condition z(z — i):=mo — 1 , pour une valeur 
de z moindre que f , il y aura une seconde valeur de z moindre que f qui 
satisfera à la même condition. 

Nous disons maintenant qu'il ne peut y avoir plus de deux valeurs de z 

moindres que f , satisfaisant à la condition proposée. En effet, de 

^(z — 1) -♦- I 
z(z — i) = /wç — I , on déduit m = -^ ; donc m est moin- 

? 
dreque-^^^^ , et, à fortiori^ il est moindre que ç — i. Cela 

posé, résolvons l'équation relativement à z; nous trouvons 



I -f- V^^mo — 3 

z=z i , 

ce qui exige que 4^f — 3 soit un carré parfait. Soit donc 4mf — 3 = A-'; 
m étant moindre quef — i , A:* sera moindreque 4f (f — 0"* ^i ^^> à fortiori. 
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k sera inoiadre que a^ . On trouverait le même résultat pour toute autre 

valeur h qui satisferait à la condition 4^^^ -*-* 3 sr A% z ëtant toujours 

moindre que f. Or, en comparant les deux équations ^m^^^^tsszk^^ 

4/w ç — 3 = A*, on trouve : ^{ni — /»)ç = (h -|- A-) (A — A), ou 

, . hA^k h^k . j. . h — k 
[m — /w)9 = — = — . ; et, comme f ne saurait diviser , parce 

A "4* k 
que A — ^ est moindre que m, il faudra qu*il divise ; mais h -h k 

est moindre que4f9 et par conséquent est moindre que af : donc 

A + X- = aç. Pour une troisième valeur de jz moindre que 9, il faudrait qu^il 
existât un troisième nombre A' satisfaisant à la condition 4^^"? — 3 = A'*; 
et alors, en combinant cette équation avec l\m^ — 3 = A', on serait 
conduit au résultat A' + A'= 29, d*oii il résulterait h! '=.h. 

Il ne peut donc y avoir qu'un seul système incomplet (en exceptant 
toujours les deux premiers), dans la recherche des 9 exposantsde e pour une 
valeur donnée de 9; et il y en aura nécessairement un quand 9 — 5 ne 
sera pas un multiple de€, puisque, en supprimant les cinq valeurs don- 
nées par les deux premiers systèmes, et celles données par les systèmes 
complets, il reste deux exposants de e à déterminer. Enfin il n\ en aura 
pas quand 9 — 5 sera un multiple de 6, parce que, s*il en existait un, il 
ne donnerait que deux valeurs, de sorte que les quatre nombres restant à 
obtenir pour les exposants de e ne pourraient être donnés que par deux 
autres systèmes incomplets. 

Cette théorie prouve implicitement ce théorème au moins curieux : En 
désignant par u un nombre moindre que ^9 — f , on peut toujours trouver 
deux valeurs de u qui satisfassent à la condition ^mtf — 3 = m* , lorsque 9 
est un nombre premier de Informe 6p -¥ i ; et ton ne peut en trouer au^ 
cune^ lorsque 9 est de la forme &p — i . Dans le premier cas y les deux va- 
leurs sont liées par la relation u -^ u =iifjet il ne peut y avoir que deux 
valeurs. 

Fin DU PREMIER LIVRE. 
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RACINES PRIMITIVES 

De x^- '^ I relativement k p^ daos le cas d'un nouabre premier p (*). 



Ëuler, qui s'est beaucoup occupé des v^iCines primitives, avoue, dans ses 
opuscules analytiques (tome premier, page iSs), quUl lui semble extrê- 
mement difficile d'assigner ces nombres, et que leur nature doit être ran- 
gée dans les points les plus épineux de la théorie des nombres. Gauss, 
qui rapporte cette opinion d'Euler {Recherches arithmétiques, page 53 de 
la traduction publiée par PouUet-Deslile en 1807), Propose une méthode 
d'une grande simplicité , mais dont l'application n'est pas sans incoqvé- 
nient, quant à la longueur des calculs. Enfin M. Cauchy a démontré que 
les raicines primitii^es relatives à un nombre /ire/71/^r p se confondent et 
coïncident avec les racines de certaines relations ou eguii^alences, d'un 
degré en a: égal au nombre de ces racines (^r^mc^^ mathématiques, 4^ an- 
née, pages 23 1 et a36) : ainsi les quatre racines primitives de x^'^ ^ ^ '? 
relativement kp = i3, sont les racines de V équivalence oA — x* 4- 1 ^o. 
Ces relations s'obtiennent avec facilité pour certaines valeurs de p, mais 
leur formation est souvent laborieuse, et de plus il resterait aies résoudre. 
11 ne nous a donc pas paru que cet ingénieux théorème pût servir de base 
à la recherche dont il s'agit. 

Nous nous décidons à faire connaître, pour la détermination de ces 
nombres, un procédé qui nous paraît simplifier cette recherche; maih, 
comme on pourrait désirer savoir comment Gauss a résolu la question, 
pour éviter au lecteur la peine de recourir à des ouvrages que tout le 
monde n'a pas sous la main, nous commencerons par exposer la méthode 
de cet auteur. 

(*) Le cas où p n'est pas premier , se rattache à des questions (jue nous élaborons en ce 
moment, et sera examiné ail leui*s. 

1. 
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Méthode de Gauss pour déterminer^ relativement aa nombre premier /?, les racines 

primitives de x'"" ' ^ i . 

On prendra un nombre a quelconque moindre que/7, et Ton formera 
la suite des restes des puissances de a, jusqu'à ce que Ton trouve a^ ^ i. 
Si m n'est pas égal à/? — i, a ne sera pas racine primitive de x**"" ' ^ i, 
il sera seulement racine primitive de x'" ^ i, et les divers restes obtenus 
seront les m racines de cette relation {*). 

On prendra alors un nouveau nombre b moindre que p^ différent des 
termes de la période obtenue, et Ton cherchera les restes de ses puis- 
sances, jusqu'à ce que l'on trouve 6'^ ^ i. Le nombre n ne pourra être 
égal à m^ puisque, si l'on avait é'" ^ i, b serait racine de x"* ^ i, et de- 
vrait faire partie de la période qui contient toutes ces racines. Ce nombre 
n ne saurait non plus être un sous-multiple de m; car, si on avait nn' = mj 
b"^ I conduirait à b'^' ^ i, c'est-à-dire à i"*^ i, et 6 serait encore 
racine de x"* ^ i . Cela posé, imaginons que n soit un multiple de m^ 
b sera racine primitive dans le cas particulier de n :=. p — i ; et, si 
cela n'a pas lieu, on sera plus près du but, puisque n sera plus grand 
que /7i. 

Mais, si n n'est pas un multiple de /n, soit / le plus petit multiple de 
n et de m, / étant plus grand que m, puisque n ne divise pas ce dernier 
nombre. On décomposera / en deux facteurs (x et v premiers entre eux, 
de telle sorte que [jl divise /te, et que v divise n (*^); puis on prendra 



m 



A ^ a**, B ^ 6^; et, comme il en résulte A** ^ i, et B^^ i, on sera cer- 
tain d'avoir (A.B)^''^!, c'est-à-dire que A.B seraracine.de x'^i. Il 



{^) Nous croyons devoir rappeler que nous entendons par racine primitive de ^ relati- 
vement à /7y un nombre a tel qu'on ne peut avoir a ^ \ pour aucune valeur de z infé- 
rieure à u. 

(**) On formera (jl avec les facteurs premiers qui divisent m sans diviser n, et v avec 
ceux qui divisent n sans diviser m. Quant aux (skcteun premiers communs, on les placera 
indifféremment dans {a ou dans v, s'ils entrent à la même puissance dans m et dans /i ; au- 
trement on placera dans [a ceux qui entrent à une plus haute puissance dans m, et 
dans V ceux qui entrent à une plus haute puissance dans n» 
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faul ajouter que A.B sera racine /^r/miViVe de cette relation. Supposons 
en effets qu'on puisse avoir (A.B)^^ i, z étant la puisssance minimum 
de A.B, pour laquelle i est résidu. Le nombre z ne peut être qu'un divi- 
seur de /; et, comme [x.et v sont premiers entre eux, il faudrait qu'il fût 

de la forme -, ' -r, • On en conclurait par l'élévation de (A . B)* ^ i à la 



V 

^7' 



puissance z' : B ^^ r , à cause de A^^ i ; ou, par l'élévation à la puissance 
z" : A ^^i, à cause de B^ ^ i . Or ces deux résultats deviennent b ^^ i , 



m 



a ^ ^ I , et sont incompatibles, le premier avec é*^ i , à moins de suppo- 
ser z" = I , le second avec a*" ^ i , à moins de supposer z = i. En effet s" 
etz', supposés difîTérents de i, sont /7r^/7?iVr.r, l'un avec [x., et l'autre avec v, de 

sorte que [x. -tt ne saurait être un multiple de n, ni v-^ un multiple de m. 

En conséquence, si l'exposant n de b'^^ i n'est pas un multiple de nij 
on pourra toujours former un nombre A.B tel que l'exposant /de la 
puissance minimum de A.B, pour laquelle i est résidu, soit plus grand 
que m. Que sil=p — i, A.B sera racine primitiife; si non, en prenant 
un nombre non compris dans la suite x' ^ i , on continuera à aug- 
menter l'exposant de la période, jusqu'à ce que cet exposant soit égal à 
/i- I. 

Une fois que l'on connaît une racine primitii^e a de .r''^ ' ^ i , on ob-* 
tient toutes les autres, en cherchant les restes des puissances de a dont 
les exposants sont premiers avec p — i . 

Nous croyons avoir rendu, avec la simplicité dont elle est susceptible, 
la belle méthode de Gauss ; mais on remarquera sans doute que la néces- 
sité de déterminer tous les termes des périodes successives, jusqu'à la 
période finale elle-même (*), est un grave inconvénient. 

La méthode que nous avons à exposer, consiste, comme celle de Gauss, 
à essayer une suite de nombres; mais elle n'exige pas la formation com- 



{*) Il y a cependant un cas. où il n'est p.'is nécessaire de développer la période finale, 
c'est lorsque, dans la dernière formation des nombres A.B, on a / = /? — i. On en verra 
un exemple, page lo. 



plète des périodes, et conduit, en général, avec assez de rapidité, au but 
qu'il s'agit d'atteindre. Elle dépend de la résolution de deux questions 
dont la première a été résolue par Legendre ( Théorie des nombres , 
page 208). 

PREMIÈRE QUESTION. 



p— 1 



Trouver, relativement à /?, le résidu de a ' , /> étant un nombre premier quelconque, 

et a un nombre quelconque non divisible par p. 

Ce résidu se trouve avec une grande facilité, à l'aide des principes don- 
nés par Legendre, principes que nous résumons ainsi qu'il suit : 



a — i 



Prrmikr principe. Si c = ma -h c', le résidu de c ^ reiatii'ement 



a— X 



à fij sera celui de c ^ , quels que soient a et c. 

Nous croyons inutile d'insister sur un théorème aussi simple. 

Deu^iâme principe. Si c est un nombre premier quelconque non diçi^ 
seur de a^ et quon représente par a, 6, y... les facteurs premiers qui 
restent dans le nombre a après la suppression des facteurs carrés y on 
aura : 

c^t c — I c — I c— .9 

1 



a ' a' ê» V» 



C — ^ I 

La raison en est que la puissance de tout facteur carré A^ non 



c I 



divisible par c, donne i pour résidu, puisque (A^) ^ revient à A 

Il résulte de ce principe que, si l'on cherche relativement à p, les rési- 
dus des nombres premiers 2, 3, 5, 7, etc., les résidus des nombres com- 
posés s'en déduiront immédiatement. 



r — I 



Troisième principe. Le résidu de 1 ^ relatiifement à c supposé pre- 
mier, J^ra I ou — I, suwantque c sera de V une des deux formes 8/z±i, 
ou de Vune des deux formes 8/i ± 3 (Legendre, même ouvrage, 
page 181) (*). 

(*) Ce principe fait voir que 2 ne sera jamais racine priinithCy relativement aux nom- 
bres premiers de la forme 8 /i it i . 



Quatrième paiitcips. Quels que soient les nombres premiers impairs €i et c, 



s ^ils ne sont pas tous deux de la forme t^+Z^le résidu de a ^ relatii^ement 



à Cy sera le même que celui de c ^ relatisfement à Uj et^ s* ils sont tous 
deux de lajorme 4/^4-3, les résidus seront égaux et de signes contraires. 
(Legendre, même ouvrage, pages 198 et 386) (^. 

Ces principes, dont Legendre fait usage, page ^09 de sa Théorie des 
nombresj conduisent, avec une rapidité presque merveilleuse, à la déter- 

mination du résidu de a > relativement à p. On peut en faire Tappli- 
cation aux exemples traités par cet auteur, et Ton trouvera : 

ICI 3 ' 929 ' 39366891 ^ ^' 

Les bornes de ce mémoire nous obligent de renvoyer aux ouvrages de 
Legendre et de Gauss, pour la démonstration des troisième et quatrième 
principes. 

DEUXIÈME QUESTION. 

Reconoaître si on nombre a est rsicine primitiçe de x'"^i , relativement au nombre 

premier p non diviseur de a. 

On cherchera, à Taide des principes qui précèdent, le résidu de 

(*) Cette loi| dite de réciprocité j a été donnée par Legendre , dès l'année 1785. Gauss, 
qui avait soulevé quelques objections contre la démonstration du géomètre français, est ar- 
rivé au même résultat que lui, en se fondant sur des principes tout à fait différents. De- 
puis lors , Legendre, non content de perfectionner à quelques égards ses premiers travaux, 
a mis, en 181 7, sa belle découverte à l'abri de toute critique, en exposant la dernière et 
la pins simple des démonstrations que Gauss en avait données. 

(**) Il ne parait pas que Legendre ait songé à tirer parti de sa loi de réciprocité ^ pour la 



e— .1 



résolution des relations x ' ^ — i , relativement à c (résolution des équations sjrm- 
boiigues [ - ]= db i, page aao). Il fait en effet dépendre la connaissance de ces racines, 



c — t 



de celle des racines de x * ^ t, de sorte qu'il faut d'abord découvrir toutes ees derniè- 
res, les autres ne se déterminant que par voie d'exclusion, {f^oir^ plits bas, page 16.] 



ï 
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a > relativement kp. Si ce résidu est i, a ne sera pas racine primitive 

de a: ^ ^ I ; mais, si ce résidu est — i , il peut se faire que a soit racine 
primitive de cette relation (*). 

Pour s'en assurer, soient a, 6, y... les diviseurs/;re/7i/>r.r impairs de/? — i, 

on cherchera les résidus des puissances a ^^ ^a ^^ , a n ,... en com- 
mençant par les plus faibles de ces puissances. Cette recherche n'exige 
pas la formation complète de la période, et Ton peut arriver à trouver les 
restes qu'il s'agit de connaître, sans passer par tous les termes de la 
suite (^*). Si l'un de ces restes est — i, il est évident que a ne sera pas 
racine primitive; mais si aucun d'eux n'est égal à — i, a sera racine /^r/- 
mitive. 

Pour le démontrer, supposons que a ne soit pas ncine primitive, et que 
Ton ait a*^ i, z étant la puissance minimum de a, pour laquelle i soit 

résidu. Ce nombre z devant diviser/? — i, sans diviser ^ ' , puisque de 

^^^1 on déduirait a * ^ i, divisera au moins l'un des nombres 
^ ' , ^"7 ' , ^— -'> Supposons qu'il divise ^ * , on déduira de 

ar^ lia « ^ I, et par suite : (a *« + i) (a *« — i)^o;d'où ii fau- 

dra conclure a ^ ^ — i, puisqu'on ne saurait avoir a ** ^ i sans 

tomber en contradiction avec l'hypothèse a * ^ — i. Si donc a n'était 
pas racine primitive^ il devrait donner — i pour résidu, au moins à l'une 
des puissances indiquées. 

Il est important d'observer que le nombre des puissances a ^ , 



(^) Les équiçalences de M. Cauchy peuvent servira cette vérification {^oir, plus bas, 

page i8). 

(*'^) Nous donnerons plus tard, pour^cette vérification, une méthode assez rapide, fondée 
sur la connaissance des « premiers termes de la période. 
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</ ^^ , a *^ , .. . , dont il s'agit de chercher les résidus^ est égal au nombre 

des diviseurs premiers impairs de p — i • Lors donc que p sera de la 

tri 
forme a^+ i| tout nombre a^ qui donnera a ^ ^ — i, sera racine 

primiiwe. Il en sera de même si p est de la forme a/z + i, /z étant un 

nombre premier impair, puisque alors a ^ =z a (*), pourvu toutefois 
que a soit différent àe p — i. 

Détenninadoii des racines primiiiçes de x'"*^ i relativement k p^ p étant un nombre 

premier quelconque. 

Tout se réduit à trouver une de ces racines , puisqu'une seule suffit 
pour déterminer toutes les autres. 

Pour y parvenir, on essaiera successivement, à l'aide des moyens indi- * 
qués dans les deux questions précédentes, les nombres entiers a, 3, 49* ••9 
jusqu'à ce que l'on en trouve un qui satisfasse aux conditions exposées 
dans la seconde de ces deux propositions (**). 

£n appliquant cette méthode aux premières valeurs de /?, jusqu'à 
37, on trouve que a est racine primitive relativement aux nombres 
3, 5/ II, i3, 19, ag et 37; que 3 est racine prinddve relativement aux 



(*) Si, au lieu de la relation x'~ ' ^ 1 9 il s'agissait de la relation x" ^ i , n étant un 
diviseur à» p — i , on pourrait vériBer d'une manière analogue que a est ou n'est pas 
racine primitive de cette relation, relativement à p. Seulement il y aurait deux cas à consi- 
dérer, suivant que u serait pair ou impair. Dans le premier cas, il faudrait d'abord 

que le résidu de oT^ fût -h i si ^ était pair, et — i si était impair; il fau- 

drait avoir de plus a* ^ — 1 : le reste de la méthode s'appliquerait à u comme 

à /i — I. Dans le deuxième cas, il faudrait d'abord avoir a * ^ i, puis a* ^ 1, 
et il resterait à examiner si i n'est pas résidu pour quelqu'une des puissances de a , qui 
sont des sous-multiples de u par ses divers facteurs premiers. 

(^) On aurait une règle semblable pour trouver les racines primitives de x"^ i, relati- 
vement à ^ , « étant un diviseur de ^ — 1. Mais il faudrait tenir compte de la note 
précédente. 

a 
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nombres 7, 17 et 3i ; et que 5 est racine primitwe relativement à 23 (*). 
Pour les valeurs suivaqtes de p 

41,43,47,53, 59*61,67, 71, 73, 791, 83, 89,97»«o'» ••• » 
on trouve respectivement, relativement à ces nombres , les racines /7/^i- 
tii^es minima 

6 , 3, 5, «, a, tt, a, 7, 5, 3, a, 3, 5, a,... . 

Dans l'application de sa méthode au cas de /? = 73, Gauss commence 
par 'essayer 2, et il trouve 2*^ 1 : il en conclut que 2 n^est pas racine 
primitiife. Essayant alors 3 qui n'est pas compris dans la période ^ ^ 1 , 
il trouve 3" = i. Dç 2' = i, et de 3'* ^ i, il déduit : 

/=36, |x = 9, v = 4;^ = 2, J=-jî A = 2, B=3% A.B = 54. 

Les puissances de 54 lui servent à former la période x^ ^i; essayant 
alors 5 qui n'est pas compris dans cette suite, il trouve que ce dernier 
nombre est racine primitwe. Observons que, si 5 eût été racine de 
x^^^ — r, sans êlre v^cme primiiiife ^ il eût fallu composer un nouveau 
nombre A^ B', à l'aide de 5 et de 54* Ce dernier seulement eût été racine 
prinùtii^e. C'est ainsi que 62, qui n'est pas compris dans la période .r^ ^ i , 
donne 52'"^ ^ i,et 24 n'est pas un multiple de 36. Si donc on eût es- 
sayé 52 au lieu de 5, on aurait dû prendre : 

/ = 7a, |iL=9, v = 8; - = 4, -=3; A' = 54S B' = 52*, A'.B' = i6.io=i4; 

et on en aurait conclu que i4 est noiue primitii^e dex'^^ ^ i. 

La méthode que nous proposons, donne, pour le même cas dep = 'j^ : 

^ ^ I, et -ô ^ 4- ^ I, ce qui rend inutile l'essai des nombres 2 



3S 
3 



et 3. Mais^ comme -ô*^ 5^5^ — ''^' ve^i^ à savoir si -rr ou 



{*} Tous ces résultats sont connus (Exercices mathématiques, pages d^à citées). M. Le- 
fébure de Fourcy, qui Les donne, à la page 233 de ses Leçons d'algèbre^ a laissé subsister une 
faute d'impression dans le tableau c^u'il présente. Le nombre i3 , qui s*y trouve parmi les 
TSkcme% primittpes de.a3, ne doit pas en faire partie; et 19, qui en doit faire partie, est omis. 
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-^ donne • - i pour résidu^ ce qui ti'est pas, éafr on trouve 5" ^ 9. En 

conséquence 5 est racine primitive. 

n est loisible à cliàcun de vérifier qu'il ne faut pas beaucoup plus 
de temps pour construire, par notre méthode, la table donnée plus haut 
jusqu^à/7 = loi, quMl n^en faut pour appliquer la méthode de Gauss 
au seul cas de /? = 73. 

Si on voulait etcluré, à Tàvance, tous les nombres qui donnent i pour 
résidu relativement à p^ afin de n'avoir à s'occuper que de ceux qui don* 
nent — i pour reste, on pourrait y parvenir en résolvant la relation 

X ^ ^ I, par la méthode des carrés (Legendré, page iio). Hai^, en 
procédant de cette manière , on est obligé de se • procurer toutes ces 
solutions, travail assez long, bien que très-facile, à moins de ne considérer 
que les premières valeurs de p. 

Il nous reste à présenter deux observations ayant pour objet d'atté- 
nuer Itt craînie que Pou pmirftth eoticcvoi^, d'être entraîné, dansciétYarins 
cafs, à un griAid nombre d'éssiiié iufrCictuet», même dots que p fie Gé- 
rait pas trè^consvdérable. 

Première observation. — Sur le nombre des valeurs qui donnent — i 
pour résidu, sans être racines primUives. 

Rappelons d^abord qu'il n'y a que nombres a qui donnent — i 

pour résidu , que parmi eux se trouvent toutes les racines primitives, et 
qu'il y a autant de racines de cette natui^e qu'il y a de nombres prenêiers 
avec/? — I. 

Ces principes rappelés, si on cherche combien il existe de nombres 
moindres que p — i, et premiers avec lui , il est clair qu'il suffira de re- 
trancher ce résultat e de ^ , pour savoir combien il y a de valeurs a 

qui donnent — i pour résidu, sans être racines primitives. Soit donc 
£ =: ^ Cj on voit qu'on ne pourra pas faire plus de E essais, sans 

rencontrer une racine primitive. Le nombre e est ébtlùé par la formule 

a. 
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e = {p — V^ ~ îy C' — ~ J C' — J • • • ' ^^^^ laquelle on re- 
présente par X| fi., V... les facteurs premiers de p — i {*). 

D'ailleurs le nombre des essais infructueux dont la limite est E^ pourra 
toujours être diminué^ si on se dispense d'essayer les restes des puissances 
impaires de tout nombre a qui aurait donné — i pour résidu, et ne se- 
rait pas racine primitwe. C'est ainsi que, si z est la puisssance minimum 
pour laquelle a'^ — i , les résidus des puissances impaires de a donneraient 
également — i pour reste, étant élevés à la puissance z. Il serait donc 
inutile d'essayer ces différents nombres; ajoutons que, comme on com- 
mence par les plus petites valeurs de a, les résidus des puissances de ces 
valeurs sont faciles à obtenir 

Deuxième observation. Dans l'essai successif des nombres entiers, les 
nombres a qui donnent — i pour résidu, peuvent-ils tarder beaucoup 
à se présenter ? 

Pour répondre à cette question, il suffira de considérer les nombres 
premiers, puisque, les résidus des nombres composés se déduisant de ceux 
des nombres premiers^ aucun nombre composé ne pourra donner — i 
pour résidu, si les nombres premiers qui le précèdent dans la suite, ont 
tous 1 pour résidu. Nous allons donc chercher les conditions imposées 
à ^, pour que les résidus des nombres premiers a, 3, 5, 7, 11 soient 
égaux à i . 

D'abord il est évident que/? devra être de l'une des deux formes 

8/7 dr 1, sans quoi le résidu de - serait — n 

P 

Maintenant, pour le résidu du nombre 3 , on a - ^ % , si ;c; est de la 

/? 3 ' 

forme 4^^ + 1 ; et l'on a - ^ — Ç, si » est de la forme l\n 4- 3. Or,/i 

p ù 

ne pouvant être que de l'une des deux formes 3/i'db i, il est évident 



(*) Voyez la note troisième , page a3. 
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qu'on aura i pour résidu, lorsque p sera à la fois de la forme 4^ + i , el 
de la forme 3/i' + i ; ou bien lorsqu^il sera en même temps de la foitne 
I\n + 3, et de la forme Zp — i • 11 résulte de cette simultanéité de formes 
imposée à p^ que ce nombre devra être de Tune des deux formes i an =b i . 

£n conséquence, pour que a et 3 donnent i pour résidu relativement 
à un nombre premier p^ il faut que pwÀi en même temps de l'une des 
deux formes 8n± i, et de l'une des deux formes \%n =t i. En écartant 
les formes incompatibles, on trouve que p devra être de Tune des deux 
formes a4/i db i. Les seuls nombres premiers Ae celte forme, jusqu'à loo, 
sont 23, 4?» 7*^ 73 et 97. 

Cherchons de même la condition imposée à/;, pour que le nombre 6 

donne aussi i pour résidu. Nous avons : - ^v ; ^^9 les formes dont 

n» 

p est susceptible étant ^p'dczjjSp' zh a, on aura 7^ i pour les deux 

premières, et Ç ^ — i pour les deux autres. Le nombre p devra donc 

avoir l'une des deux formes 5/?' it i ; et, comme il doit déjà être de 
l'une des deux formes ^^n it 1, il devra être de l'une des quatre formes 
lao/i ± 1, 120/1 ± 49* Ainsi, jusqu'à 100, 71 est la seule valeur de p 
pour laquelle 2, 3 et 5 donneraient 1 pour résidu. Jusqu'à loop, il n'y 
aurait pour p que les quinze valeurs suivantes : 

71, 191, 239, a4i,3ii, 359, 409, 43i,479> ^f^^s 7*9» 7<>9i ^^91 
911. 
Cherchons encore la condition pour que le résidu de 7 soit i. Si p 

n'est pas de la forme ^n -4- 3, le résidu est ^ ^^; et, si /? est de la 

forme 4^^+ 3,1e résidu sera 2 ^ _ ^. Or les valeurs de p sont ip' ^ 1 , 

P 7 

'jp' db 2, 7/9' ± 3; et les cubes des nombres 1,2, — 3, donnent i pour 
résidu i*elativement à 7 : il est donc évident que p devra être de l'une 
des formes 7/?' + i, 7/?' + 2, jp' — 3, lorsqu^il sera différent de 4/* + 3 ; 
et qu'il devra être de l'une des formes 'jp' — 1, 'jp' — a, 'jp' + 3, lors- 
cpi'il sera ^al à 4^ -h 3. Ainsi, pour qu'aucun des nombres 2, 3 , 5 et 7 
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ne puisse donner d'autre résidu que i rcIalitenieDt à p^ il faudra que 
ce dernier soit simultanéoient de Tune des formes lao/z + i^ lao/i + ég^ 
et de l'une des formes 7/>' -f- i, 7/ -♦- a, 'jp'-^i; ou bien il faudra 
qu'il soit en même temps de Tune des formes i^oni'-^ i, laoA — 49, et 
de l'une des formes jp' — i, jp' — a, jp' + 3. Or on trouve que, pour 
satisfaire à ces coDditk>n&,/7 doit être de FuDe des douze formes indiquées 
par la formule 84o/i =k a, dans laquelle a représente l'uo des nombres 

I, 121,169,389, 3ii,36i. Le nombre /? devant être premier ^ il ne se 
trouve jusqu'à 1000 que les quatre nombres 3ii, 479, 719 et 839 qui 
aient la forme voulue. Jusqu'à loooo, il ne s'en trouve que 66. 

Enfin, si on veut chercher la condition pour que le résidu de 11 soit 

égal à I , on a : — ^^ , lorsque p est de la forme 4^ + 1 ; et l'on a : 

II * p* • 

— ^ — — , dans le cas de/?=4/z + 3.0r les formes de/? sont ij^'± a, 

a représentant l'un des nombres 1, 2, 3, 4* ^ ; et» comme, relativement à 

I I, I est résidu des puissances cinquièmes des nombres 1 , — a^ 3, 4» 5, on 
voit que les formes 1 1/?' rb i , i î/?' ip a , 1 1/?' ± 3, i xp' ±4> 1 1/>' ^ 5, 
dont p est susceptible, devront être prises avec le signe supérieur, si 
p=: 4/e + I ; et qn^elles devront l'être avec le signe inférieur, s\p = 4/i h- 3. 
Il restera à faire concorder ces nouvelles expressions de/? avec les précé- 
dentes, et l'on trouvera que la forme générale de p devient 9240/2 db a, 
dans laquelle a désigne l'une des trente valeurs particulières que voici : 

I, 169, 289, 36i, 479, 529, 841, 961, ii5i, i3i9, 
1369, 1559, 1679, 1681, 18499^209, 2351,264192689,2809, 
^999» 3071, 348f, 3529, 3671, 3721, 3911,4199, 4321, 4489. 

On pourrait pousser plus loin cette analyse; et, en continuant seule- 
ment jusqu'au nombre /?re//2ier suivant qui est i3, on obtiendrait pour 
la forme générale de p 120 120/2 + a, le nombre a représentant 36o va- 
leurs paiticulières différentes. Les nombres premiers compris dans ces 
36o valeurs particulières seraient donc jusqu'à 120 120, les seuls pour 
lesquels 2, 3, 5, 7, 11 et 1 3 donneraient tous i pour résidu. 

Mais, si on s'arrête à la formale 9240/2 ± a, et qa'on la développe 
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jusqu'à loooOy on ne trouve que 28 nombres /^ri^mim, dont voici la liste : 

479, ii5i, i3i9, 1559, a35ï, 2689, 2999, 35a9, 3671,3911, 
4751,4919, 5519, 5569,5711,6551,6599, 7559, 7561,7681, 

8089^8761, 8951,9^39, 9^41 > 9^*7 97 «9t 9769- 

Sur ces 28 nombres, il y en a ai relativement auxquels i3 donne — i 
pour résidu, savoir : 

479, ii5i, i3i9, a35i, 2689, 35^9, 3671, 391 1, 475î,49I9, 55i9, 
5569, 6599, 7559, 7561, 7681, 8951, 9^41, 9601, 9719 et 9769. 

Parmi les sept qui restent, il s'en trouve cinq pour lesquels 17 donne 
— I pour résidu, ce sont : i559, ^999, 655 1, 8089 et 8761. Enfin 19 
donne — 1 pour résidu, relativement aux deux derniers 57 11 et 9*^39. 

On peut donc affirmer que, si le nombre premier p ne dépasse pas 1 0000, 
quelqu'un des nombres /9r^/72/>r^ de a à 19 inclusivement, sinon plusieurs, 
donnera, relativement à/7, — i pour résidu. 



NOTES DU TROISIÈME MÉMOIRE 



9 — « 

1 



Résolution des relations *- ^ ±; i 



La méthode que nous avons reproduite d'après Legendre, peut être 

employée à faire connaître si un nombre a est racine de x ' ^lyOU 

de :r ^ ^ — I ; nous nous proposons, dans cette note, de déterminer 
directement toutes les solutions de l'une et de l'autre relation (*). 

Prenons, pour exemples, les deux cas traités par Legendre, à la 
page aao déjà citée, celui de/^ = 4^ et celui de p= Sq. 

Premier EXEMPLE,/7=4i-Ona immédiatement: — ^i,^^-?-^!,...; 



on a ei 



3*» 4i 7** 4i' 6* 

également : 2" ^ "3" ^ — ^»i ^ — ^" ^ — ^> ••• • ^^^^^ ^» 

4, 5, 8, 9, lo, ... sont racines de :r^^ i ; et 3, 6, 7, la, i4 ... , sont 
racines de .r***^ — i. 

Mais, si on cherche la racine primitive minimum de x^ ^ i , chose Fa- 
cile par le procédé nouveau qui en fait un jeu charmant, cette racine qui 
est 6, donnera toutes les solutions demandées, et pourra même donner 



(*) Le procédé de Legendre consiste à former les carrés des nombres entiers , i , a , 3 , 

4 . . . ^ . Les restes de ces puissances sont les racines de x > ^ 1 , et les nombres 

y — « 
qui ne sont pas compris dans cette suite de restes, sont les racines de x * ^ — i • Les car- 
rés se forment d'ailleurs avec facilité^ les uns des autres, par la méthode des différences. 
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toutes les périodes particulières qui appartiennent aux sous-multiples de 
aOy savoir : 

En effet, à cause de 6*° ^ — i, toutes les puissances impaires de 6 
seront racines de ûc^^ — i, et toutes les puissances paires seront ra- 
cines de x^ ^ i.Les résidus des vingt premières puissances impaires, 
et ceux des vingt premières puissances paires seront d'ailleurs différents, 
puisque 6 est racine primitwe de a:**^ i. On trouve ainsi, pour les so- 
lutions de ^** ^ — I , 

6, II, ay, ag, 19,^8,^4, 3, a6, 34, 35, 3o, i4, la, aa, i3, 17,38,15,7; 
et, pour les solutions de af^ ^ i, 

36, a5, 39, 10, 3a, 4> ^^y 189 33, 4o, 5, 16, a, 3i, 9, 37, ao, a3, 8, i. 

Maintenant, pour les périodes x*" ^± i, on déduirait de 6~ ^ — i : 
(G*)'*' ^ — I. Les restes des dix premières puissances impaires de 6^ se- 
ront donc les racines de .r*"*^ — i, et les restes des dix premières puis- 
sances paires du même nombre seront les racines de ^""^ i. On suivrait 
une marche analogue pour trouver les périodes .r^ ^ ± i, o:^ ^± i, 
x> = ± I. 

On voit d'ailleurs que , la période complète x^^ i contenant toutes 
les autres, il suffit, pour obtenir ces diverses périodes, de prendre les 
termes de celle-là, de deux en deux, à partir du premier et du second ; 
de quatre en quatre, à partir du second et du quatrième; de huit en 
huit, à partir du quatrième et du huitième; de dix en dix, à partir du 
cinquième et du dixième; de vingt en vingt, à partir du dixième et du 
vingtième. Le premier des deux nombres qui servent de points de dé- 
part, dans ces différents cas, conduit aux périodes dont le second 
membre est — i; le second conduit aux périodes dont le second 
membre est i. Généralement une période af^ ^ i pourra donner, d'une 
manière semblable, toutes celles dont l'exposant est un sous-multiple du 
sien; et l'on peut remarquer aussi que, dans toute période x^^ i, les 
termes de rang impair sont les solutions de :r"^ — i, et que ceux de 
rang pair sont les racines de ^ ^ i. Mais les périodes particulières peu- 
vent s^ ohleniv directement par la méthode indiquée, à l'aide d'une seule 

3 
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mcine priniïtii^e de af^ = i, sans qu'il soit nécessaire de connaître 
aucune autre période. 

Deuxième exemple, ^=159. Aussitôt que l'on se sera assuré que 
a est racine primitiife relativement à Sg , on trouvera les solutions de 
x^ ^ — lyà l'aide des puissances impaires de a, et celles àeaf^^^ 1, à 
l'aide des puissances paires de ce nombre. 

Les premières sont : a, 8, 3^, 10, 4^1 4^9 ^^9 ^3, 33, il\y 56, 47^ ^^r 

44, 58, 55, 43, 54, 39, 38, 34, 18, i3, 52, 3i, 6, 
24» 37 et 3o. 

Les secondes sont : 4> 16, 5, ao, ai, a5,4i» 46, 7, 28, 53, 35, aa, 29, 

57, 5i, 27, 49, 19, 17, 9, 36, a6, 45, 3, 12, 48, 
i5 et I. 

Ce qui revient ici à former la période complète a:** ^ 1, et à prendre 
séparément les termes de rang impair, et ceux de rang pair. 

DEUXIÈME NOTE. 

Sur les équivalences de M. Cauchy. Leur utilité comme moyen de vérification ; leur 

formation y leur degré, 

I . Proposons-nous d'abord de faire servir les équixHilences à vérifier si 
un nombre « qui donne — i pour résidu, est racine primitwe. Prenons, 

pour exemple, /?=3i. Développons le quotient ^^ W^ -4- 1 * ^éqtùva' 
lence sera : x* + x^ — x^ — x* — x' -h x -4- 1^0. Le nombre 3 
donnant — i pour résidu, puisque j- ^ 3^ — ^>^^ y * ^^®" 

d'essayer ce nombre; et, comme il résout Véquii^alence ^ il est ra- 
cine primitive, he nombre 6 donne aussi — i pour résidu, puisque 

^ = :r- • ^ ^ — I ; mais il ne vérifie pas V équivalence , et n'est pas 



• • 



racme primitive. 

Le calcul à Taire sur ï équivalence , pour vérifier si un nombre tel que 
6 est ou n'est pas racine primitive^ peut être simplifié. En effet Xéqui* 
valence devient une équation, lorsqu'on lui restitue le multiple de 3i 
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supprimé dans le second membre. Il ne s'agit donc plus que de vérifier 
si le nombre 6est racine dex* 4-\r7 — x^ — a^ — .r^ -¥ x + i = 3i/n. 
L'indéterminée m n'est pas un obstacle à l'application du procédé ordi- 
naire , et la méthode conduit aux conditions suivantes : 

3im — I =6m, ; m^ — i =t 36//i, ^ 5/7i,; /n, -4- i = 6/»,; 
/Wj -4- I = 6/w^; m^+ i =36/7îj^ S/w»; m^ — i =6/71^; m^ — i = o. 

On en déduit successivement : 

ywe = i; ^j=7; ^4= 34 = 3; m, = 17; 
/?4, = 101 ^ 8; /w, =41 ^ 10; 3i/n^6i. 

Or ce dernier résultat est absurde. 

a. Occupons-nous maintenant delà formation des équii^alences. 

lia r^le «générale peut être exprimée très-simplement par la .formule 

( '— ^ 

\x ^ + ij , F (x) 
-j — -^^ — ^^-T — _/ \ ) p^i \ 9 ^^°* laquelle on représente par 

U'»=" + i) U"^+ I j [x'^+ ij.. . 

oLj 6, y... les diviseurs /^r^/m^rr impairs de p — 1 , et par F (x) un certain 
produit formé des diviseurs en Xj communs à plusieurs des facteurs bi-* 
nômes du dénominateur. 

Cette formule , démontrée dans les Exercices mathématiques, peut se 
justifier par un petit nombre de considérations que nous essayons de 
présenter brièvement. 

On sait que y si / (x) est un diviseur de x — i, la relation 
f{x)^ o admet autant de solutions difTérentes, moindres que /?, qu'il y 

a d'unités dans le degré de la fonction. Or i: ' + I9 qui est un diviseur 

de a:' " — 1 , est en même temps un multiple de chacun des diviseurs 

binômes x ** +i^x^ +1, x "^+1, ... puisque^ est un 

P—^ P— ^ P— ' 



multiple impair (*) de chacun des nombres '^ — —^ a j ^ — 



• . . • 



(*) Qu'on nous passe cette expression , qui signifie : par un nombre impair. 

3. 
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Il est dès lors évident que la division, indiquée par la formule, fait dispa- 

raitre de la relation de x ^ +1^0, qui contient toutes les racines 
primitiifes , les solutions qui ne sont pas vsicines primitives^ et qui , d'après 
notre théorie , sont toutes comprises dans les relations 

X ^" -f- I ^ o, .r *^ H- I ^ o, x *^ H- I ^o, ... ; 

maisy comme plusieurs de ces dernières relationsont des racines communes, 
la fonction F (x) doit être prise de manière que les facteurs communs en x 
qui correspondent à ces racines, soient en égal nombre dans les deux termes 
de l'expression (voir ci-dessousy la loi de formation des quotients successifs). 
Quand on vient à faire une application de la formule dans le cas d'un 
seul facteur binôme, les résultats s'obtiennent aussitôt. Ainsi, pour p = 37, 

on a : ^ =x" — x^ -h i; mais il n'en est plus de même quand il 



or + I 
en existe plusieurs. Pour/? = 211, par exemple, la formule serait 

(j?»*»* + i) (x-' + i) {x" + i)(x' -^ 1) , , . . ^ , , , , 

\ ,, . — . / ,. . — H"-77 T7 T 1 résultat qui serait fort long a deve- 

lopper, après quoi il resterait à résoudre une équivalence du 48' degré. 
Notre méthode évite ces opérations laborieuses : ainsi, dans ce der- 



^loS 



nier exemple, pour vérifier 2 qui donne — ^ — 1, on trouve aussitôt : 

io5 io5 io5 

a ' =a'^^ 63; 2 ^ = a*" =^3; a ^ =2^5^ ,gy . 

et, comme aucune de ces puissances ne donne — i pour résidu , on en 
conclut que a est racine primitive relativement à an. 

3. Nous ne pouvons quitter ce sujet , sans déduire du degré même de 
V équivalence la formule qui donne le nombre des racines primitives. 

Le théorème dépend de la loi suivant laquelle se forment les quotients 

p — ' 
successifs de .r ' +1 par les divers facteurs binômes. 

/»— ' /Lui 

Le premier quotient s'obtient en divisant x * + 1 par a: ^* -+- i ; 



âl 



X ^ + i 



son expression est donc — — - 



a: *« -f-i 



Pour former le deuxième, il faut d'abord retirer du second facteur bi- 
nôrae x *^ + i, les diviseurs qui lui sont communs avec x '* + i. 



et qui sont x -h i . Ce deuxième quotient se formera alors du pre- 

X ^ +1 .• . . x"^^ +1 , \x ^ +i)\x^^i) 

— , et sera : -^-^ ^ • 



mier- divise par — ^ , ^. „^.„ , ^ 

p— I I p^i ' f tzzl \( JL=i± \ 

\x ^ +i)\x »« +i) 



X *• 4- I ^ »«« + I 



Pour obtenir le troisième quotient, il faut, avant de diviser par le 



/» — I 



troisième facteur binôme :t: ^^ -h ly supprimer dans ce dernier les fac- 
teurs qui lui sont communs avec ( ^ 1 ( "â6"_, ) • ces facteurs 

\x^^ -V- i)\x ^^ -^ij 

communs sont -^ ^ . En effet, les facteurs communs à 

p — ^ 

x"^ + I 

X ^^ + i elk X **-+-! sont .r *"^ + i , ceux qui lui sont communs avec 

X *^ H- .1 sont :r **^ + i ; il s'agit donc de supprimer dans x ^^ + i 
les diviseurs qui lui sont communs avec \x^^ + ij \^x *^ + ly ; 

et, comme, pour supprimer dans .r ^ + i les facteurs qui lui 

^ar '^ + ij [x ^ + i) ^ on l'a divise par 

^ ^^^ — ^ ^ , de même il faut diviser jc * + i par 



sont communs avec 



— I 



x **^ -f- I 



^^ — ^^ ^, puisque, pour passer dune expression al autre. 



PjZll 
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il n'y a qu'à remplacer ^ par . Le troisième quotient sera donc 

\/^+ i) U^«"+ i) [x'^+ij (of^H- i) 
£n conséquence, dans la formation successive des divers quotients, le 
dernier obtenu devient dividende, et le diviseur qui doit servir à le 

diviser, se forme du dividende lui-même, en y remplaçant ^ ^ par 

^~ , y, étant le diviseur /;re/m'«/* impair dep — i correspondant au nou- 

veau facteur binôme que l'on considère. 

Cette loi établie, le degré de chaque quotient, qui est la différence 
entre le degré du dividende et celui du diviseur, est facile à déterminer. 

Le degré du premier quotient sera, en effet : 



p — I p — I p — 



H-0^ 



le degré du deuxième quotient sera : 
le degré du troisième sera : 

'--(■-i)0-i)-^(-O(-O> 



ou 



a \ (x.y \ 0/ av 

P — 



- Ti — - j (i — i j fi — - j ; et ainsi de suite (*). 



<sera 



(*) Tout ce que nous venons de dire, dans cette note sur les équivalences, est facile à éten- 
dre au cas de x^^ i , a étant un diviseur de /? — i. Seulement, il y aura deux cas à con- 
sidérer celui de u pair, et celui de u impair. Dans le premier cas, le degré de Véquipalence 

daus le second^ il serait u (*"•"") l''""^) {* )•••» parce que la formule de 

(x**— i).F(jr) 
Véquivalence devient /m \ f *L A/" A' °^"^ désignons toujours par a, 

6, y* 1^ diviseurs /rr/ii/tfrf impairs de «. Or il y a autant de racines /^nmiA'iv^ de jt" ^ i , 
qu*il y a de nombres premiers avec u\ il en résulte donc une démonstration indirecte de la 
formule mentionnée à la page la , formule qui fait Tobjet de la note troisième. 
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TROISIÈME NOTE. 

DémoDStration directe de la formule N = /i [i — -) [i — ÎS/l"""")'"* • 

Cette formule, qui sert à déterminer combien il y a Jusqu'à rij de nom- 
bres /7r^/;i/(?r.r avec n, et dans laquelle a, b^ 6%... représentent ses diviseurs 
premiers y se trouve dans Gauss, page 5^ de Touvrage cité; mais il omet 
de la démontrer, comme étrangère à son but, et pouvant se démontrer 
sans peine par la théorie des combinaisons. On la reconnaît également, 
bien que sous un énoncé différent, page 35;» de la théorie des nombres; 
mais le raisonnement de Legendre nous semble beaucoup trop succinct. 
Enfin nous la trouvons dans les exercices de M. Cauchy , année déjà citée , 
page 2^8 ; mais ce géomètre la déduit comme conséquence du nombre 
des racines primitii^es j annonçant qu'il serait facile de la démontrer direc- 
tement. Bien que cette formule résulte aussi des principes de la note pré- 
cédente, nous pensons devoir en donner une démonstration directe. 

Soit/2 = a*.^ .c^, en nous bornant à trois facteurs premiers ^ ce qui 
n'ôte rien du reste à la généralité du raisonnement. 

Il faut d'abord rejeter de la suite des nombres entiers de i à /i, tous ceux 
qui sont multiples de a. Ces multiples sont : 

a, aa, 3a,.... a*"" ^ .b^.c^ .a; 

de sorte qu'il y en a -, et que par conséquent de i à /i, il se trouve 
n ou nfi^ j nombres premiers avec a. 

Il faut maintenant rejeter de la suite des nombres entiers, après le rejet 
des multiples de a, tous ceux des termes restant qui sont multiples de ù. 
De I à /ly les multiples de 6 sont : 

bj ai, 3A,... a^.i^^^.c'.b; 

et il s'agit de savoir combien parmi ces nombres, il s'en trouve de premiers 
avec a, puisque tous ceux d'entre eux qui contiennent a, ont déjà disparu 
dans la suite des n premiers nombres. Pour le connaître, il suffit de con- 
sidérer la suite des coefficients deb qui sont i, 2,3,... a^.b^''^ .c^. Or, 

dans celte suite de termes dont le nombre est t, il v a t i i — ^ i nom- 

* - b\ a) 
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hres premiers avec a, conformément aiji raisonnement qui a précédé; car 
ce raisonnement étant vrai pour/t, est vrai pour tout autre nombre n\ 
pourvu qu'il soit un multiple de a^ et peut .pfir conséquent s'appliquer au 

cas de «' ^-. Ainsi lexpression nfi j — ^(i — i j , ou plus 

simplement nfi }(^ — y\ indique combien il y a de nombres 

premiers avec a et f^^de ikn. 

Il faut encore, après ce double rejet , retrancher des termes restant de la 
suite des n premiers nombres en tiers , les multiples de c. De i à rij les mul- 
tiples de c sont c, ac, 3^,... a^.b^.c^'^^ c; mais nous ne devons prendre 
parmi ces multiples que ceux qui sont premiers avec a et b, puisque tous 
les autres ont déjà été écartés. Tout se réduit donc à en connaître le nombre 

qui est - fi — ^ j ( * — ïV ^" effet, les facteurs aei b ne pouvant se 

trouver que dans les coefficients de c* , c'est-à-dire dans la suite i , a , 3... -, 

c 

on peut appliquer à cette suite de i à -, le raisonnement fait pour la suite 

de I à /z, et l'on obtiendra le résultat en remplaçant n par -- dans l'expres- 
sion. 

Le nombre cherché N sera donc définitivement : 

«="(-0(-0-K-^)(-0- 

c'e.l-à^ire : N = « (,-1) (, _ ') (,_i)C). 

(*) Depuis que ce mémoire est écrit , nous dous apercevons qu'une démonstration sem- 
blable se trouve, page 3io, dans V algèbre de M. Cirodde, qui la donne d'après M. Poinsot. 
Il paraît que ce savant l'avait publiée, avec d'autres propositions, dans le dixième volume 
du Journal des mathématiques de M. Liouville. Nous ne croyons pas devoir la supprimer 
de ce mémoire , où sa place est marquée. 
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Nous avons consacré un premier livre à faire voir comment les relations 
de la Forme e* + e^ + e*^ o, e* -4- e^^ e* peuvent se ramener à la forme 
i + <+e'^o, 1 + 6^ e'; et nous avons essayé de circonscrire le champ 
des eXâHiens auxquels il faut soumettre ces dernières pour en vérifier 
l'impossibilité. Au début de ces transformations , il nous a fallu réserver, 
après la division par e^ qui conduit aux formes i 4- e* + e*^o, i + e*^e*, 
le double cas de :t::±=o et de j: = ç, pour lesquels les relations proposées 
deviennent e*^ — a, a ^ e*, et donnent par conséquent a^^^rt i. Il va 
être démontré qu'un pareil résultat est généralement impossible, et qu'il 
ne saurait avoir lieu dans les divers cas particuliers de f=5| f = 7, 
f:==3i3, ç==i7, ç=i9, sauf à excepter un nombre déterminé de va- 
leurs qui échappent à notre analyse. Ainsi, ces facteurs exceptés, il ne 
restera aucutie objection au système de transformation qui sert de base 
à nôtre théorie. 

Ce second livre a pour objet l'impossibilité^ relativement à , des rela- 
tions 1 + e + e' ^o , 1 + e^ 6*, pour certaines valeurs particulières de z , 
9 étant un nombre premier quelconque plus grand que 3. 

Nous rappelons que, clans toutes ces propositions, n est un nombre 
premier ]f\\is grand que a; que est un nombre premier de la forme 
aA^n+ I ; et que e est une racine de x^^ i, autre que Fuuité. 
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PREMIER PRINCIPE. 

Impossibilité des deux relations i-f-e + e'^Oy x + c^c', pour 2 = i et pour 2 = ^. 

La relation 1 -He^e* devient i ^o pour i= 1 el pourz=:f ; mais 
la relation i +e + e*^o devient, pour les mêmes valeurs, a*^^ — i. Il 
n'y a donc de difiiculté que pour celle-ci, et, à cau.se du double cas réservé 
au premier principe du livre premier, page 5, nous allons examiner celle 
double forme a'* ^ ± i . 

L'impossibilité de cette relation a été démontrée pour 9 z=5 et pour 
9 = 7, aux pages 4 et 6 de notre premier mémoire. Elle n'admet aucune 
exception pour n plus grand que 3, et, même dans le cas de n = 3, il 
n'y a d'exception que pour trois facteurs 0, savoir 3i, 4^ et 127. 

Pour ç= 1 1 , on trouve 2048 ±1^0; or ao49 = 3.683, et 683, qui 
est premier et égal à 2.ii.3i-Hi, ne peut être de la forme aAç/i+ i , à 
moins que l'on ait A/2 = 3i. Quant à 2047 9"^ ^^^ ^S^' ^ ^^-Sg, ses 
diviseurs premiers ne peuvent avoir la forme a/r^/i + 1 , dans le cas de 
(p= 1 1, que si on pose kn=. i ou kn^=.l\. L'impossibilité est donc ma- 
nifeste, puisque n est plus grand que a, excepté pour un seul facteur 0, 
savoir 683^ dans le cas /z = 3i. 

Pour ç= i3, on trouve 8i9a± 1^0; mais 8193 = 3.2731, et 2731, 
qui est premier^ est égal àa. 3. 5. 7.13+1: il ne saurait par conséquent 
être de la forme %kffn + i , pour 9 = 1 3, que si on suppose ^/i =. 3 . 5 . 7 . 
Quant à 8191 qui est/7re/72i>ret égal à 2.3.3.5.7.i3 + 1 , il ne saurait être 
de la forme %k^n ■+• i pour <p= ï3, que si on suppose A/î=: 3.3.5.7. 
L'absurdité est donc évidente pour n plus grand que 7; et, même pour 
chacun des cas /i = 3, /i=5, /i=7, il n'y a que deux facteurs 6 pour 
lesquels l'absurdité ne se trouve pas acquise, 2731 et 8 191. 

Pour 9 = 17, on trouve i3i072±i^o; mais 131073 est égal à 
3.43691, et 43691, qui est /?réf/7î£>/-et égal à 2.5. 17.257+ i, ne saurait 
être de la forme 2A-ç«-t- 1 pour 9=17, que si l'on a ^71=5.257. Quant 
à 131071 quiest/?r^/?wer, il est égala 2.3.5. 17.257-+- 1 : en conséquence, 
pour qu'il fût de la forme 2^-9/2 + 1, dans l'hypothèse de 9 = 17, il fau- 
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drait que Ton eûl kn=i.S.^B'j. Ainsi , dans le cas particulier de/i = 3, 
il n'existe qu'un facteur 6 que Tévidence n'atteint pas, savoir 131071 ; 
dans celui de /i = 5 et dans celui de n = %S'j^ il y en a deux, 43691 et 
iSioyi. 

Examinons encore le cas de 7=19 : on trouve 5^4^88 d= 1^0. Or 
5a4a89=3. 1 74763, et 1 74763, qui esXpremier, est ëgal à a. 3.3. 7. 19.73+ 1 , 
de sorte qu'il ne pourrait être de la forme ^kt^n + 1 pour 9= 19, que si 
on supposait X-/z = 3.3.7.73. Quanta 514^87 qui esX premier^ il est égal 
à 2.3.3.3.7. 19.73 +1, et ne peut être de la forme aA-ç/n- i pour 
ç= 19, que si l'on a Xr/^ = 3.3.3.7.73. En conséquence, dans chacun 
des cas /i=3, 72 = 7, n = 73, il y a deux facteurs 6 qui resteraient 
exceptes, 174763 et 5^4287 (*). 

On peut continuer pour les valeurs de 9 au delà de 19, et il est clair 
que, si, pour une valeur donnée de 9, on décompose a^db 1 en ses fac- 
teurs premiers, la décomposition fera connaître les quelques facteurs 
pour lesquels on ne peut rien conclure, dans le cas de certaines valeurs 
déterminées de n\ et qu'en même temps le théorème se trouyera démontré 
non-seulement pour toutes les autres valeurs de /i, sans exception d'au- 
cun facteur 0, mais même pour ces valeurs déterminées den, sauf à 
excepter les quelques facteurs donnés par la décomposition (**). 

(*] On peut facilement procéder à la vérification des nouA^ves premiers que nous avon» 
déclarés tels, parce que les nombres de la forme — ^7;; — , et ceux de la forme 

n'admettent pour diviseurs premiers que des facteurs de la forme am^ -f- i ; or il suffit 
d'essayer ces derniers jusqu'à la racine carrée do nombre que l*on considère. Les nombres 
4 essayer comme diviseurs sont : 



pour 683, 


^3; 


pour 2173 1, 


aucun ; 


pour 8191, 


53, 79Î 


pour 43691, 


io3, x37j 


pour i3i07iy 


io3, i37, a39, 3p7; 


pour 174763, 


Z91, 11119; 


pour 534287, 


ï9»» **9f 4t9i 4^7, 



(**) Voir la première note, page 19. 
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Dans les calculs qui vienneut d'être présentés, les nombres 

2* I 

-~ 1 sont divisibles par f .Les nombres compris dans ces formules 

le seront toujours, à cause de la nature des diviseurs de — -^ — ^^ ^^ — ZH^ * 

qui sont tous de la forme 2/^9 + 1 9 de sorte que leur produit est néces- 
sairement de la forme aM9+ i. Mais on a pu remarquer de plus que le 

nombre i est un multiple par 3 du nombre — : i : c'est ce 

a — X r r a-f- i 

qui résulte en effet de la double ^alité 

a^— X _ 2(a^'^'— X) a^+ i _ a(a^""'~x) 

a — X a — X a-f- 1 3 

On voit encore que, a excepté, les facteurs communs à ces deux 
nombres sont ceux de 5 . Les formes particulières, auxquelles 

sont soumis les diviseurs ^remzVrj de cette expression, feront donc faci- 
lement découvrir ces facteurs (*). 



DEUXIÈME PRINCIPE. 

Impossibilité des deux relations i-f-« -He*^o, i+e^e*, pour z=a,»= ^^ , % = ^ — i . 

Pour la première relation i-he+e'^o, les trois valeurs a, , 

f — I appartiennent, suivant le troisième principe du premier livre, 

pages 7 et 1 3, à une seule et même forme i -f- e + e^ ^ o dont l'absurdité 
est évidente, excepté pour 9^3, puisqu'elle donne e^ — 1^0. 

Pour la seconde relation 1 -ha^e', d'après Le deuxième principe du 



*) Voir la seconde note, pour la généralisation du pnocipe, pagt 19. 
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premier livre, page 6, le cas de 2=9—1 dépend de celui de 1=3; 
et, dans ce dernier cas , i + e ^ e* devient aisément s — s*"" ' ^ i . 
Ces! sous cette forme que nous nous proposons d'examiner la possibi- 
Jité de i+i^«* pour 2=a et pour z=ç — i. Quanta l'hypothèse 

de z=- — , la relation divisée par e devient, pour cette valeur de x, 



9—1 9—1 



9«M.f ■ ■■ 3.' 

e — e ^ + 1^0, et, par suite, e * + 1^0, résultat absurde, 
puisqu'il donne a^o pour ç=i ; e ^ — i pour ç=3; et, pour toutes 

les autres valeurs de 9, e^^""'^^i. 

Reste donc la forme e' — e''"'ssi, dont l'examen exige quelques dé- 
veloppements, et qui n'est qu'un cas particulier de la forme e*± ^^^^e. 

Cette relation e'ite'^*^^, dans laquelle e représente un nombre 
donné, a cela de remarquable que, si on élève ses deux membres à une 
puissance /? quelconque , elle conserve sa forme primitive, Je premier 
membre restant un binôme en t dont le second membre exprime la va- 
leur numérique. En effet la loi , supposée vraie jusqu'à la puissance/? — a, 
se vérifie pour la puissance p; il suffit, pour cette vérification, d'élever à 
cette puissance /7 larelatidn e^^te""*^^, et de grouper deux à deux 
les termes du développement qui oni les miknes coefficients (*) : on trouve 
sans difficulté t^ ± z"^ ^ E. Remarquons toutefois qu'on ne trouvera 
e*" — e""'*^E que s\ p est impair, et qu'on soit parti de e* — C^^e. 
Le binôme de Newton servirait donc à former les diverses relations de 
cette forme; mais on peut obtenir des formules plus rapides. 

Considérons en effet l'identité 

* 

dans laquelle il faut prendre ensemble lés signes supérieurs, et ensemble 
les signes inférieurs; nous voyons que les termes {i^+t^^)j («^ — e'"'*) 
forment deux séries récurrentes du second ordre, dont rèchelle de relation 
eet (e" H- e^*) ^X — i. En voieî'deux autres dont t échelle de relation est 



(^ S\p est pair, le nombre des termes du déyeloppemeot est impair; mais le terme, qui 
se trouve à «gale dnlaBceides eattéBM», JtxStiMmàBniifÊ^ 



. - 8 — 

(e" — e"~*) et i, et dans lesquelles le second terme du binôme change 
alternativement de signes : 

(a) a^'^- ± €-^'> = (e" zp e''-) (e"— •-) + («''-> ± e-*-'>-). 

Si on ne veut former que les puissances paires ou les puissances im- 
paires, on aura de même les formules 

(3) e^^'> dz e-<^*> = (e*" ± «-'•) (e- -h e— ) — {i>^> ± e-t^«>), 

(4) e^-»-*^ ± e->+^> == (e'" qp e"'-) (e** — s-") + (c>-»)-± «->-»^) 

qui donneront les puissances paires ou les puissances impaires, suivant 
qu'on substituera h p la suite des nombres pairs ou celle des nombres 
impairs (*). 

Cela posé, formons les puissances impaires de e" — e*^ ^ i , en prenant 
la formule (3) avec les signes inférieurs ; Féchelle de relation sera 3 et — i, 
puisqu'en carrant e* — e""^ i, on trouve 6^**+ e""*"^ 3; et, comme 
e" — e"""^f donne directement e^" — e""^*^4> nous obtiendrons pour 
le second membre des diverses relations i^ — e^'^^E, les valeurs 
numériques 

I, 4, II, ag, 76, 199, 5ai, i364, 357i, 9849, a447^v-- 
correspondant , terme pour terme , aux puissances de e 

II, 3ii, 5ify 711, gu, iiii, i3a, i5ii, l'ju^ 19119 am,.... 

(jette série se continuerait sans difficulté. Voici maintenant son utilité 
pour démontrer l'impossibilité delà relation s" — e"**^ i, et par consé- 
quent celle de e* — e"*'^i. 

Observons d'abord qu'à cause de e^ ^ 1 , on devra avoir également 
e^^ I ; et, comme e""*" n'est autre chose que s*^^"""\ on aura de même 
e"^"^ I . Ainsi le premier membre de chacune des relations e*" — e^^^E 
devient i — i ou zéro, lorsque le coefficient de u dans l'exposant de • 
se trouve égal à 9. La série donnera donc : 

pour 9 = 5, ii^o; pour9= 7, a9^o; pourf = ii, 199^0; 
pourf = i3, Sai^o; pourf = 17, 3571^0; pourf = i9, 9349^0. 

(*) Voir la troisième note sur l*eniploi des formules et leur généralisation, page sa. 
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Or tous ces nombres sont premiers j et ils donnent : 

ii=a.5 + i; ag = a.a.7+i; 199=2.3.3.11 + 1; 5ai =3.!i.2i.5.i3 + i ; 
3571 = 2. 3. 5. 7. 17 + 1; 9349 = 2/2.3.19.41 -h I. 

On en déduit, en omettant les cas de n= 1 et de /2= 2, puisque n doit 
être plus grand que 2 , les conséquences suivantes. 

Les deux premiers nombres, qui correspondent, 11 à 9= 5, et 29 à 
f =7, ne peuvent être de la forme 2Afn + i. Les deux suivants ne pour- 
raient être de cette forme que dans un seul cas, savoir 199 qui se rap* 
porteà f = 1 1, pour /2= 3; et 52i qui se rapporte à 9= i3, pour/i= 5. 
Le cinquième nombre, qui correspond à f = 17, ne peut être de la forme 
làkffn + I que si on suppose à n Tune des valeurs 3, 5, 7; ei, dans cha- 
cun de ces cas, un seul facteur 6 resterait excepté, savoir 3571. Enfin 
93499 qui appartient à Thypothèse de f= 19, ne saurait être de la forme 
2X^9/1+ I que si /2 avait Tune des valeurs 3 ou 4i« ^^f ^^ns chacun de 
ces deux cas, le théorème n'en serait pas moins vrai, quel que fût 0, un 
seul facteur excepté, 9349* 

L'observation faite à la fin du principe précédent, nous dispense d'aller 
plus loin dans Texamen des valeurs de f. Le théorème peut donc être 
considéré comme démontré généralement, puisque, pour chaque valeur 
de f , les exceptions à faire ne comprendraient jamais qu'un nombre li- 
mité de facteurs 6 relatifs à certaines valeurs déterminées de n (*). 

Nous ferons, en terminant, une remarque analogue à celle qui a été faite 
page 6, c'est qu'en formant la puissance ç de c" — e"""^ i, ce qui conduit 
à E^o quand f est impair, on trouve pour E- • 1 un multiple de <f{**)- 

(*) Voir la quatrième note , page 22. 

(*^ On peut généraliser ainsi : Le nombre £,que l'on trouve pour {at'*)^+(bt~'^/^ en 
formant la puissance f de ac^+^'^^e, satisfait à la condition £ — « = M^. En effet, 
le binôme donne : 

(a«»)Ç+(^£— «»)1> + iwf ^ <?^; donc E— e = e^— e — m<p = <r(tf^— '— 1)— mç: 
or rV~~' — I est divisible par ^ , ^ étant premier. 
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TROISIÈME PRINCIPE. 

« 

Impossibilité de la relation i +<+(' ^ o pour chacune des Taleurs a=:B, 2 = ^— -»r 

Tous ces cas se réduisent à celui de 2:== 3» suivant le troisième prin* 
cipe du premier livre, page 7. Cest donc ce cas seulement qu'il s'agit 
d'examiner» Nous commencerons par exposet* les principe^ généraux de 
cet examen , et nous les appliquerons ensuite aux premières valeurs de f , 
à partir de 9=^7^ suivant ce qui a été observé à la page i3 du premier 
livre. 

La relation i-hs+r^o peut être mise sous la forme e+e^"'ss — e*^\ 
Formons successivement les carrés de cette relation ; nous aurons U 
suite 

««4-e-«^— «-»; «»+t->^e-* — 2; e* + 5e""* ^ •"• + 2; 

••-l- aie-*se-'«— 6; t'*4-453e"-*^t-** — 6; •**+2o522i8-»*se-«*— 870;.., 

On peut former une autre série du même genre. En effet, le cube de 
s'+i""'^ — e""*este +e"" ^ — e"" +3e"'*; et, comme e*+e'*"+fi"*^o 
donne 3 + 3e""*+ 3e""' ^o, on obtient, en éliminant 3e""* du résultat 
précédent, e' + 4e'" ^ — e" — 3. Si on forme alors les carrés suc- 
cessifs de cette dernière relation , on aura la série 

«* +4*-'^ — e"* — 3; e*-|- ioe"^sŒe~"+ 1; e"+98e-"sœ e"**— 19; 
gu ^ 9642e-* = e-*« -f- i65 ; . . . . (*) 

Voici maintenant l'utilité de ces deux séries pour démontrer l'impossi- 
bilité de la relation i +e+e ^o. La méthode est géniale : elle consiste 
à éliminer e entre les relations à exposants égaux que fournissent Dé- 

cessairement les séries, puisque les exposants s'y reproduisent périodi- 
quement et dans l'une et dans l'autre. Il en résulte une condition numé- 



f ) Ou peutétablir de pareilles séries pour toutes les relations de la forme as*+it~~*^ct^» 
Voir la note cinquième, page aS. 
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rique qui démontre le principe, sauf l'exception possible d'un nombre 
limité de facteurs 6 relatifs à eertaineis valeurs déterminées de n (*). 
Lorsque Ton peut trouver deux conditions numériques A^ o, A'^o, 
la décomposition en facteurs , difficile pour les grands nombres, n'a pas 
besoin d'être opérée sur A ni sur A^ mais bien seulement sur leur plus 
grand commun diviseur D, Ici condition D^o étant la conaéquenee des 
deux premières. 

Nous passons aux applications» 

Premier cas, 7 = 7. On trouve, dans la seconde série, e + ioe^e^+ 1 ; 
et Ton a, dans la première, t + e^^— e^ ou e* + i^ — e^. L'élimina- 
tion de a^ donne t^+5t^o ou i + 5t^s5o. Éliminant de nouveau e', nous 
obtenons 5e^^^^4» ^^ P^<* suite, a5e^4; de sorte qu'en multipliant 
entre eux les deux derniers résultats, on arrive à t4i ^o. Or 14I9 qui est 
égal à 3.479 ne contient aucun facteur /»re/7U>r de la forme aA-ç/i^- 1 pour 
9=7. On pourrait encore de 5i* ^— i déduire laSe*^ — 1, qui, com- 
biné avec $e^^ — 4» donne 99SE0. 

DEnxiÈtfECAS,^ ^^^j i.On trouve,dans la première série, c +aie^^e^ — 6, 
et , dans la seconde , e -+'4* ^ — * — 3 ou e 4-4^ — « ~3e . L'élimi- 
nation de e donne 9e ^e — loue — 6^9; celle de e conduit à 
e'+i^e^^ — 5 : on obtiendra donc, par rélimination successive de ^ et 
de ^ entre les deux derniers résultats, i3e^^ — ii3, i3e ^49 ^^» P^^* 
conséquent, 621^0. Or 6ai, qui est égal à 3.3.3.23, ne contient 
qu'un seul facteur premier de la forme ik^n + 1 pour f = 1 1 , savoir a3, 
dans l'hypothèse de /z = 1. 



» 1 1.^-»— l^««y^i^ 



(^) U n'est néme pas nécessaire d'éliptner conplétemeot t entre les relatîoni des séries ; il 
siiifiit d'éliminer deux des trois poissances dr Cf ou seaiement celle dn second membre. Dv^fi 
le pvemier cas, on obtient une relation de la forme ot* ^ 6 , qui donne aussitôt o^ ^ ^^ ; et, 
dans le second, on trouve une relation de la forme ae* + ^'~"^^9 à'oix l'on déduit 
^9^ ^9 ^£ en formant la puissance ^ du binôme d'après les méthodes exposé^. Malheu* 
reusement ces procédés , quoique très-simples , conduisent le plus souvent à des nombres 
considérables. 

a. 
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Troisièhe cas, f = j3. CombiDODse" 4-988^ «' — 19 de la seconde 
sërîe avec e + e" ^ — e" ou c'+ 1 ^ — e" de la première. Si on élimine 
e"", on trouve e"+49e^ — 10; et, si on élimine e", on obtient ^gt^t^ — 9 
ou 49^6 — 90^^ Ces deux résultats conduisent, par Télimination suc- 
cessive de e" et de e, aux relations 44^6^ — 4i , 44^*"^ — ^4i' *©«• 
quelles, multipliées entre elles, donnent 965i3^o. Or 96513, qui est 
égal à 3. 53,607, "® contient aucun facteur premier de la forme aArç«+ 1 
pour f = i3 , si ce n'est 53 , dans le cas de /z = i et dans celui de à= n. 
En effet 53 = 2.2. i3+ i, et 607 = 2.3.101 + i. 

Quatrième cas, 9=17. On trouve, dans la première série, 
ft'^ 4- 453fi ^ e' — 6, et e+e'^^ — «'* ou e* 4- 1 ^ — e'*. Si on élimine 
e% ou obtient ae' -h453e^ — 7 ; et, si on élimine e , on a453e^ae' — 5 
ou 453^ 2e — 5t^. H reste à éliminer e'^, puise, ce qui donne 22696^871, 
22696'^^ — 2o5223. En conséquence on trouve, après avoir multiplié 
membre à membre et réduit, 183897594^0. Mais ce dernier nombre, 
qui est égal à 2.3.3.3.239. 14^49^ n'admet d'autre facteur /ir^/ni^r de 
la forme fxktfn + i, pour 9= 17, que 239 dont la valeur est 2.7. 1 7+1, 
attendu que 1 4^49= 2.2.2.13.137+ 1. Ainsi , dans les cas particuliers 
de n=:i et de nz='j, un seul facteur échapperait à l'analyse (*). 

Cinquième cas, ç= 19. La première série donne e' 4-453e'^6^ — 6, 
et la seconde e^+4e'^ = — c'^— 3 ou eV4 = — e'* — 3e^ Éliminante^, 
nous obtenons e^^+a28e^^ — 5; puis l'élimination de e'^ fait trouver 
225e^^e^ — I ou 225^ e^ — e'^ Faisant alors disparaître successive- 
ment e'^ et e^ entre les deux dernières relations, on trouve 2296^^220, 
229e^^^ — 5i3o5, de sorte qu'en multipliant ces résultats entre eux 
membre à membre, on arrive à 11 339541 ^o. Or ce nombre, qui est 
égal à 3.3.3.457.919, ne saurait avoir de diviseur/^r^mi^rde la forme 
^A(fn + I que si on suppose /i=: i , /i=2, ou /i= 3; encore, dans cha- 



{*) Voir la note sisLièmey page a6. 
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cun de ces cas, le seul facteur 4^7 resterait excepte. On a, en effet, 
919=2.3.3.3.17+1, et 457 = a.a.a.3.i9+ ï. 



QUATRIÈME PRINCIPE. 

Impossibilité de la relation i + e ^ e* pour z=3, «==ç — a, «:= — ^^ — , 



/7}(p + a ^ — I f + 3 

3 a a 



D'après le quatrième principe du premier livre, pages 9 et i3, tous ces 
cas se réduisent à un seul, celui de z=:3, valeur qu'il faut essayer dans 
les trois relations 

i-4-« — e'^o, I — a + e^^o, — i-4-e-|-e*^o. 

En y faisant z = 3, et en divisant par 8% on met ces relations sous la 

forme 

— e+8-'^— •-% e— f ^ — e-% a + e-»^*-*. 

Chacune d'elles donnera lieu à deux séries que l'on formera comme les 
précédentes. La méthode étant la même, nous passons immédiatement à 
l'applicalion pour les premières valeurs de 9, à partir de 7 = 79 eu égard 
à l'observation faite au principe troisième du premier livre, page i3, et 
déjà rappelée au commencement du principe précédent. 

Premièrement. Impossibilité delà relation — c'+e""*^ — a""* pour 

? = 7> ?=»!» 9=i3, 9=17, ?=i9. 

Les deux séries auxquelles conduit — a'-ha""'^ — a^* sont : 



«* 


+ ï- s e-« + a, 


8» + ae-» = 8-* +3, (•) 


t* 


3e-* — e-» +2, 


t" — ae-* = 8— + 5, 


t' 


-h 5£ • — e " + 10, 


i"— 6t-" = e-'«-|-a9, 


• • 


4. Se" — 8-* + 90, 


e" — aae *♦ — e ♦» -1-853, 



(*) On a vu précédemment, page lo, comment la relation e +4^"* s-— «^^— 3 a 
été déduite de t^H-e""'^ — t^*. Le procédé est général. 



PaBviER CAS, f =37. On trouve, dans la première série, e + 5r ^ t + 10, 

gf H Et 

et on a e — e ^e . Ces relations donnent ioimëdiatement 3e^^5 ou 
38^ ^ Se^ Éliminant de nouveau e^, on a 3e ^ Se^, et, par suite, ^^^o : 
on en conclut 173^0. Or 173, qui esipremier^ est ëgal à a.a.43+i9 
et ne saurait être de la forme 21^9/1+ i pour f =7. 

Deuxièmb cas, 9= 1 1. Si on combine e'+ Se'^s^H- 10 de la première 
série avec ^ + it^i^ + Z ou c* + a ^ e' + 3e' de la seconde, on trouve 
aussitôt e ^4 ou e ^4^ • Eliminant aloi'se , nous obtenons a-i-e ^e , 
et, par conséquent, e^^6 : on arrive donc à !i3^o. Or a3, qui est égal 
à a . 1 1 + 1 9 ne saurait être de la forme ik^n + i pour f = 1 1 , si ce n*est 
dans le cas de /2=i. 

Troisième CAS, f=i3. On voit, dans la seconde série, e" — Ge^e^+ag, 
et Ton a e — e"^c" ou e" — 1 ^e". On en déduit facilement e^ — 5 
ou e'^ — 5e. Éliminant de nouveau e% nous obtenons e"^a49et, par 
conséquent, lai^o. Mais lai , qui est égal à 1 1 . 1 1 , n'a aucun diviseur 
premier de la forme ^k^n + 1 pour ç= i3. 

QuATBijcME CAS, 9=17. La première série donne e'^ + 5e ^ e* + 50, 

et Ton a e — e'^^e*^ ou e* — i^e'*. On obtient, sans difficulté, 

5e^9i ou 5e'^9ie. Il en résulte 9ie^5e'^+5, puis a5e'^^8a56, 
et enfin 751171^0. Mais ce dernier nombre, qui est égala 137. 5483, 

ne contient aucun facteur premier de la forme a^f/zH- i dans le cas 

de 9= 17^ à l'exception de 137 pour h:= ï ou /i:z=a, puisque 

i37==a.a.a.i7+ i, et que 5483, i^\ e%i premier^ est égal à a. 3741 + i. 

CiiCQUitME CAS, 9=19. On a e'* + 5e^^e +90, et e -4-ae' ^e' +3 
ou 6^+ a^e'^H-3e^ : donc e'^44 ou * ^44*\ e^i P^^r suite, i^^^it+ikj 
e*^^i8o6. En conséquence on trouvera 79463^0. Mais 79463, qui 
est égal à aa9.3479 ne saurait être divisible par aucun facteur /ire/Tii^Ade la 
forme %k^n-{' i pour 9= 19, que si on suppose n==i, /i = a ou /i=3; 
et, pour chacun de ces cas, il n'y aurait que le facteur aa9 qui ferait 
exception au principe : on a , en effet, aa9 = a.a.3. 19 4- i, et 
347 = a. 173 + I. 
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Secondement. Impossibilité de la deuxième relation e'— e'"'^ — e""' 

pour 9=^7, 9=11, ç~ i3, ?=i7, <p= tg- 
Les séries auxquelles conduit s* — «^'^ -*-«""*, sont : 

«• 4- e-« ^ e-* +a, e' -+- a»-^ ^ — e-* — 3, 



e* — 3e-* s e-* +3, e« — ae~« s e-" + 5, 

«• -I-56-* = s-'^-h lo, t"— 6c-'* ^ e— *-♦- ap, 
e'« 4- 5e-«* = e-'« + 90, e«* — aae-* = e-*» + 853, 



Premier cas, f = 7* Combinons e — ae^e' + S de la seconde série 
avec e — e^^ — e^ ou e* — i ^ — t. L'élimination de e* donne e^ — e^3 
ou I — e^^3e; éliminant de nouveau 6% on trouve 3e ^«^ : donc ae^3, 
ae^^9, et, par suite, a3^o, condition absurde pour 9 = 7, puisque 
a3 = a. 1 1 + !• 

Deuxième cas , f == 1 1. On trouve, dans les séries, e + 5e ^ e + 10, 
puis e^+ae*^ — e* — 3 ou e^+a^— e* — 3e^; on en déduit e^H-4e^^4 
ou f +[\t^l\^. Éliminant e^, puis e^, on trouve a3 ^ o , résultat im- 
possible pour 9= 1 1 , si ce n'est dans l'hypothèse de /i= 1 . 

Troisième cas, f = i3. Il suffît de combiner e"— Ge^e'-f-ag avec 
e — e"^ — e'* qui est la même chose que e* — i^ — e". On trouve, en 
effet, par l'élimination de e*, e*' — 3e ^ i5 ou i — 3e*^ i5e. Éliminant 
de nouveau e% on obtient 3e"-*a^i5e; et, faisant disparaître alors 
successivement e" et «, on arrive à 6e^4^ ^^ ^ ae'^^73, d'où Ton 
conclut définitivement 3ia7^o. Or 3ia7, qui est égal à 53.59, °*^ 
d'autre diviseur $, pour ^ = i3^ que 53 dans le cas de /t = i^ ou dans 
celui de A =ft, puisque 53=r!i.a«]3+ i , et que 59=: 51.39 -«- 1. 

Quatrième cas, 9 = 17. De e*^4-5e^e*+9o avec e — e'^^ — e'^ ou 
e* — 1^ — e' , on déduit ae'^H-Se^gi ou a-f-5e'^9ie. On troave 
ensuite 7 — Se'^^gie, puis i57e^ — 44' ^^ i57e'^â«8a46^ d'oùi'on 
déduit enfin 366ii35^o. Or 366ii35 = 5. 103.7109 : ce ncmibre ne 
contient donc qu'un seul facteur premier de la foraoe nArfii -4- 1 pour 
9=17, savoir io3, dans les cas de a =1 et de i»=3, paisqne 
7io9 = a,a.i777 + I et que io3=a4S4i7+ i. 
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CiNQUiivE CAS , f r= ip. G)mbinoD8 e'^ + 5(' ^ «^'+90 avec 
e+ae = — e — joue+a^ — e — 3e; nous trouvons, en en- 
minant e , e' +4^ ^44? ^^9 si Ton fait disparaître e , on obtient 
e ^e +46 OU 1 ^ e + 46e • donc i83e^^^ — 4o, et, par suite, 
i83e ^!2023. En conséquence on arrivera à 114409^0. Mais 1 144^9 9 
qui est égal à 191 .699, ne contient, pour 9=19, qu'un seul facteur 0, 
savoir 191, dans les cas de /i=:i et de /i=:5. On a, en effet, 
191 = 2.5.19+ I, et 599 = 2. i3.a3+ !• 

Troisièmement. Impossibilité de la relation e* -h c""'^*^* pour 9=7, 
(pz=ii, ç=i3, 9=17, 9=^9- 

Les séries, auxquelles conduit la relation e^ + e'~'^e'"% sont : 

e -h e- = 6-* —2, e» + 4e-« = «-• + 3, 

e* -t- 5e""* ^ e~« -1-2, e* -|- loe"* ^ e-"+ i, 

e» + 2ie-« = e-« — 6, e^-hgSe"" = «-««—ig. 

e'«+453e-«« = e-»* — 6, 



Premier cas, 9 = 7. La relation e^ -hSe' ^ e^-h 2 , combinée avec 

e^ -4- 4«^ ^ « + 3 ou e^ -4- 4 ^ e* -♦" 3«'> donne e^ ^ — i , et conduit , 
par conséquent, à 2^0. 

DEOXii^BiE CAS, 9=11. On a e 4-aie ^e — 6, e+4«^«+3ou 
e + 4^« +3* • Oï^ ûura donc 96^^ —5 ou 9e ^ — 5e . On en dé- 
duira,par Télimination de e et de e , 81e ^4^4; ^t, par suite, 3f 49^0. 
Mais 3149 = 47*67 : donc ce nombre ne serait divisible que par un 
seul facteur 0, dans le cas de 9=11, savoir 67, pour /}=i et pour 
/i=:3, puisque 67 = a. 3. II + I et que 47 = ^^-^^ 4- i. 

Troisième CAS, 9=13. Combinez e'*+ 98e ^e* — 19 avec e -he"^e" 
, ou e'" + I ^e"; vous obtenez 49^^ — *o pu 49«*^ — ïoe. L'élimina- 
tion de Bidonnera 2401e" ^a5oi. En conséquence on arrivera à la 
condition 14^659^0. Mais 14^659, qui est égal à 3.3. 1 1 .11 • i3i , 
n'a d'autre diviseur 0, pour 9^ i3, que i3i, dans le cas de n=i et 
dans celui de /i = 5 , puisque i3i=2.5.i3-|-i* 
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Qu^THiÂMK càSy ç==i7. En comparant e* +453e^6 — 6 avec 
«+e'*^e*^ ou e* + i^e'^ on trouve 4^36^ — 7 ou 4^36*^ — 74, 
puis.4538'^^ — 78 + 453. On en conclura donc ao5ao9e'^^ao5258, 
et y par suite, 94396483^0. Or ce dernier nombre , qui est égala 
6i3. 153991 y ne conlient qu'un seul facteur pour 9= 17, savoir 6i3, 
dans les cas de n= i, /i=a , /2=:3. En effet, 6i3=a.a.3.3. 17+1 
et 153991 = a.3.3.5.a9.59+ I (*). 

Cinquième cas, ç= 19. On trouve e*^-»-453e'^8^ — 6 , t'H-4«'*^»"^+3 
ou «^ 4- 4 ^ «'^ + 3e'. On en déduit 458^^ — i ou 4^8^^ — «'> pui* 
i368^ + 458**^ >8o, et, par suite, aoaSe*^^ 8a36 d'où 99361^0. 
Mais 99361 , qui est égal à 67 • i483 , n'a pour 9=19 qu'un seul diviseur 
premier de la forme aA-f/t + i , savoir i483, puisque 67 = 2.3.11 + 1. 
Cette exception n'aurait lieu que dans les hypothèses particulières /i= i, 
A=:3, n=i3, attendu que ce nombre i483 est égala a.3.i3.i9+i. 



OBSERVATIONS SUR LE SECOND LIVRE. 

Les principes contenus dans ce second livre résultent de méthodes 
générales dont l'application est toujours possible, et les facteurs 0, 
qu'elles n'atteignent pas, sont en nombre limité pour chaque valeur de f • 
Ces facteurs ne concernent d'ailleurs que certaines valeurs particulières 
de n. Les théorèmes se trouvent donc démontrés généralement, ainsi que 
la possibilité de réduire les formes 8*-4-8'^+8*^o, t^-vt^^t aux formes 
14-8 + 8*^0, i + s^e'. Nous donnons ci-contre, pour les valeurs 
de f jusqu'à 19 inclusivement, et pour n plus grand que 3, le tableau 
des facteurs 6 qui échappent à notre analyse. 

Nous avons laissé au lecteur le soin de vérifier les nombres premiers 
que nous avons déclarés tels dans l'exposition des trois derniers prin- 



(*) Voir la note septième, page 26. 
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cipes. Mais, comme y à Texceptioo de i4^49 ^^ ^àe iSSggi^ tous ces 
nombres (^) sodI inférieurs à loooo, on pourra eonsulter la table qêe. 
nous venons de publier, où Ton trouve les nombres /irei9ii(Pri' de i à loooot 
avec des procédés de vérifieation simples et rapides. Quant aux deux, 
nombres 14^49 ^^ '^%9^^ 4^' excèdent les limites de cette table, les 
deux dernières notes de ce mémoire dispensent^ au besoin , de la consi- 
dération de ces nombres. 



TABLEAU 

des facteurs 6 qui, pour n plus grand que 3, et jusqu'à f = 19 inelusiveiDeDt, échappent 
aux démonstrations données pour Us principes du .second Uvre, 



n 


? 


e 


k 


g 


n 


? 





1 
k 


i 












a* 










a* 


5 


i3 


i3i 


I 


4 


7 


17 


3571 


i5 


a 


5 


i3 


5a I 


4 


n 


7 


»9 


174763 


657 


I 


5 


i3 


2731 


ai 




7 


«9 


5a4a87 


«97» 


I 


5 


i3 


819Î 


63 




i3 


«9 


1483 


3 


4 


5 

< 


»7 


3571 


21 




3i 


II 


683 


I 


I 


5 


17 


43691 


aS7 




41 


»9 


9349 


6 


a 


5 


17 


i3i07z 


771 




73 


»9 


174763 


63 


1 


5 


'9 


191 


I 




73 


'9 


5a4a87 


189 


I 


7 


i3 


a73i 


i5 




a57 


'7 


43691 


5 


I 


7 


i3 


8191 


45 




a57 


17 


131071 


i5 


I 


7 


n 


a39 


I 


3 













(*) Ces nombres sont peu nombreux ; nous les résumons plus loin, note huitième, page a7. 



NOTES DU QUATRIÈME MÉMOIRE 



Première noie (*). L'impossibilité de a*^ ^ ± i , relativement à 6 , est 
subordonnée à cette condition unique que le résidu de 2^ soit différent 
de r y ce qui, du reste, arrivera toujours pour les facteurs plus grands 
que a^+ I. Voici, pour le cas où n'attéint'pas cette limite, une règle 
fort simple qui réussit à déterminer une classe indéfinie de valeurs re- 
lativement auxquelles la condition a^'*'^ 1 est impossible. 

Nous avons rappelé, dans notre troisième mémoire, le théorème qui 



e — 1 



sert à faire connaitre, relativement à 6, le résidu de a ^ . 'Ce résidu dé 
a^^", puisque ^siraX-f/z-h i , est i si 6 est de * la ^ formd 8pdb i, et — 1 
si % est de la forme fl|pdc3. Si donc 6 est de cette deitnère forme, et 
que k soit pair, il est clair que, — i étant le résidu de 2^, on ne saurait 
avoir ni a^^ i ni a^^ — 1. Or, si on pose aA-ç/i -+- i = 8/? — 3, d'où 
Â^n=4^ — a, on reconnaît que k est tiécessairemeht double d'un im- 
pair. En conséquence, toutes les fois que sera, pour des valeurs déter- 
nliâées de 9 et de n^ée^ laforme 4^'fn+ 1, avec la condition de 1i im- 
pair, on sera certain de l'impossibilité de ^^ 1 , relativement à 0. 

Ainsi, pour 6 = 4^93 dans le cas de f =31 et de n = 1 1, la condition 
4**^ I est absurde. Elle le serait dé même pour 9=17541 , dans le cas 
de"ç==:!i9 et dé #i=i3, etc.... En elTèt, 4o93=:2.a.3. i r .3i •+• 1, 
7541 =a.a.5. i3.sà9+ i,..M et ces nombres sont de la forme %p — 3. 

' 'Deuxième note (**). On*)f)édt généraliser cotnme il suit : Si a et 6 sont 



(*) Voir à la page 5. 
(**) Voir à la page 6. 
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a!^ A- h^ rt* y 
premiers entre eux, ^ i et ^ _^ i sont divisibles par /*, 

pourvu que n soit un nombre premier qui ne divise ni a 4- 4 ni a — b. 
Les nombres compris dans ces formules ne pourront avoir d'autres divi- 
seurs communs que ceux de iia(a'^'~' — i) et de 2^(6*^* — i), formes 
qui aideront à faire découvrir ces diviseurs. Ce principe général résulte 
de la double égalité 

g*+y _ _ (g*-' — i)fl-H(y"'— i)ft 
a +b ^ ~ a + b ' 

g''— r _ _ (g*-'— i)fl — (y-'— i)ft 
g — b g — b 

En effet, en multipliant le premier de ces deux nombres par a+ A et le 
second par a — b^ on ne supprime aucun de leurs facteurs communs. 
Or les facteurs communs aux deux nombres (a*""' — i)a h- (A"""* — i)A, 
(a*""'^ i)a — (A"""* — \)bj que nous désignerons par A+B et A — B, le 
sont à aA et à 2B, et réciproquement ceux communs à A et à B le sont 
à A+ B et à A — B, de sorte que, si D est le plus grand commun diviseur 
des nombres A et B, D ou aD sera celui de A + B et de A — B Q, et 
contiendra par conséquent tous les facteurs communs aux deux nombres 

proposes — —r i , — -^^^ 1 , plus les facteurs communs prove- 
nant de la multiplication du premier par a-^b et du second par a — b. 
Pour aller plus loin sur cette question délicate, nous dirons que les 
facteurs communs, introduits par la multiplication , ne peuvent se trou- 
ver que parmi ceux de «**"*' — 1 et de i"""' — 1 (**). En effet les nombres 
a et 6, que nous supposons premiers entre eux, sont par cela même 
premiers avec a+ 6 et a — 6; de sorte que, si on les supprime dans les 
expressions (a*""' — \)a et (t"""' — i)ô, cette suppression n'entraîne 



(^) Ce sera aD toutes les fois que A et B seront multiples de nombres impairs par une 
même puissance de a. 

(^*) Ces facteurs communs aux deux binAmes g*~* — x, 6**' — i sont compris dans 

(06)"" -— 1 , comme le démontre Tidentité 
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avec elle la disparition d'aucun facteur introduit. Cela posé, les facteurs 
communs à a-hb eik A*^ * — i ou ûA"""' — a, divisent aA*'"*+ i , puis 

a*A*""^ — I,..., et {aè) * — i ou (ab) * + i , suivant que -^ est 

pair ou impair. La conclusion est la même pour les facteurs communs 
à a+6 et à a*^' — i . On trouverait également que les facteurs communs 

à a— 6 et à 4*""' — i ou à a*^' — i, divisent (ab) * — i. Le principe 
inverse étant facile à établir, on pourra, pour obtenir les facteurs com- 
muns qui proviennent de la multiplication par a+b el par a — b, chér- 
it— i n-i-i 



cher ceux qui divisent £1 + 6 et (aé) ^ — i ou (ab) ' +1, suivant que 

n — I 



est pair ou impair, et ceux qui divisent a— 6 et (ab) ^ — i (*), 

Soit D' le plus grand commun diviseur introduit î n' ^" n^ ^^ ^^^^ 
des nombres proposés. 

Considérons le cas particulier de 6= i. La valeur de D sera (a'*'*' — i)a; 

celle de D' sera a* — i si a est pair, et si a est impair : donc 

les facteurs communs aux deux nombres — : 1, — i seront 

1 («*""' — 1)« 1 a (a"""' — t)a ^, • ,., 

ceux de ; — ou de — ^ — ; —. Cest, du reste, ce qu il est 

a — I a — I 

facile de vérifier, car les nombres proposés peuvent être mis sous la 

#. («*~i — 0« (a*""' — i)a ., , . , , , 

forme ^ fr — j ~ — ^» ^* " ^^ clair que leur plus grand com- 

mun diviseur est ^ — ^ ou — ^ — : ^— , suivant que a est pair 

ou impair. 



(*) Les deux principes direct et inverse résultent d'ailleurs des deux formes que l'on 
peut donner aux binômes (ab) * -f- 1 et (ab) * — i , savoir : 

(«■^+i^j «^"— (a"""— i), (a^+i^*) *^— (*•"'— i); 



élëiueDts e'^ + a""", e" — e""", «*"- ""'* 
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Troisième noie (*), Pour former les dÎTerees séries • dool nous avons 
donné ks ~ expressions , il est nécessaire d'en oonnaiire non-seulement 
V échelle de relation^ mais encore les deux premiers termes: On apercevra 
sans diffîcultéy dans chaque cas, les éléments dont ou aura besoin. Les 
séries, que nous allons indiquer, n'exigent, pour se former, que l'un des 

e 

Avec la valeur numérique de e" + «—*, on pourra développer la pre- 
mière des séries (i) en la faisant commencer à /'=i , et la première des 
séries (3) en la faisant commencer 2i p^=i ou à p = 3. En efTel, pour ces 
deux dernières hypothèses, e"4-e"" conduit directement à e** 4-e"*" 
et a e + e 

La valeur numérique de e* — e*" suffira pour former la première des 
séries (a) que Ton fe)*a commencer à /i=: i^ et la deuxième des séries (3) 
que l'on fera commencer à /> = 3. En effet, pour cette dernière série, 
e" — c""" donne immédiatement e*"-he""** et e^* — e""^". 

Enfin, avec e*" — e""**» on développera la première des séries (4) que 
l'on fera commencer ap = ix. 

Nous avons fait observer tjue, dans les séries (a) et (4), te second terme 
du binôme change de signe alternativement. On devra donc, dans la for- 
mation de chacune de ces quatre séries, prendre alternativement les deux 
suites de signes, en partant des signes supérieurs pour-la première des 
séries (a) et la première des séries (4)9 ^^ ^^ partant des signes inférieurs 
pour la deuxième des séries (2) et là deuxième des séries (4). 

Tout ce que nous avons dit, sur ce sujet, est applicable au cas où le 
binôme aurait des coefficients numériques a et b. On a, en effet, les mêmes 
identités, puisque généralement l'expression a^"^ t^^^^ dz b'^^ t'^^''^"' 
est identiquement égale à chacune des deux expressions 

Quatrième note (**). Il existe d'iautres méthodes quî conduisant aux 



r -■\ 



(*) Voir à la page 8. 
n Vdii^àlipagep. 
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mémeë rasullats, et dont nous regretterions, de. ne pas conserver I9 trace. 

1. Formons, avec la première des deux formules (3) de la page 8, les 
puissances paires de e' — e""'^ i ; nous trouvons respectivement : 

pour les puissances. .. • a, .4i.6|. 8, 10, 12^, i4t . i^« '8, ao..., 
les résultats numériques 3, 7,,i8, 47> '^3, 3aa, 843, 2207, 6778, 15127..., 

qui sont les valeurs du second membre. 

. Si maintenant on compare ces valeurs avec celles des puissances im- 
paires de e' — c""'^! données à la page 8, on trouvera respectivement, 

pour 9=5, Ç = 7j Ç=ii* Ç = i3, ? = I7> ? = ï9v 

les résultats déjà obtenus 

ii^o, .29^0, 199^0^ 521^0,. .3571^0, 9349^o«... 
à l'aide des calculs suivants que nous ne faisons qu'indiquer : 

!• e* +8»= 3 , e'— 8* = 4 : 28's 7 , 28* s— i , 4s— 7 

2" 8* +8'^ 7 , 8' 8* ^ 4 • ^8'^ il , 28* = 3 , 4^ 33 

30 8^+8^^,18, 8' — 8^ ^11 : ae^^ 29, 08* ^ 7, 4^ ^o3 

40 8* +^T^jSy 8' — 8? ^29 : 28^^ 47) 28*.^-— J=I, 4^—' ^17 

50 e* +8^5 47 « 8»— 8» ^76 : 289^ia3, 28'^ — 29, 4^ — 3567 
go e" + c*=i23, 8»— 8^=76 : 28*5 199, 28'»= 47, 4= 9353 

2. Si on a formé les p,uissaqces impaires de 8* — ç~' ^ i , on pourra 
combiner les résultats avec cette même relation, que l'on peut multiplier 

par 8 ^ et mettre sous la forme 8^ — 8^^8^,de manière à 

9 — 3 

obtenir ainsi 8 ^ ^ e; et, si on avait formé les puissances paires, on en 

9— X y4* X 94*^ 

combinerait les résultats avec la relation 6^+8'^8', déduite 
également de e' — ^8^'^ i multiplié par 8 * , pour en obtenir 

9-^3 9^3' - 9*^ 3 

t ^ ^e. Cette valeur numérique de 8 ^ ou celle de 8 ^ servira à dé- 
terminer les deux puissances dont on a besoin pour éliminer 8 avec l'une 
des formes i 4-8 ^ 8*, e^"" '+1^8, 8^"* 4- 8*"' ^ i de la pipposée. 
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Od pourrait encore ëliminer directement à l'aide des deux formes 
e* — e*^e*,e*+e*^ê* et de la valeur numérique e 



9+3 



l±i f-ï 



9-3 

obtenue pour e ^ ou e ' . En efPet, la première forme c ' — e * ^e * 
ayant donné, avec les puissances impaires de c' — e"*'^!, la valeur e 

9—3 _ 9— 3 9+3 

de e ^ , on en déduit et ' ^ i ou ee * ^ i ; la seconde forme 



donne alors ee * + 4?6 ^ ^ i , de sorte qu'il reste à éliminer avec 



6 * — e ^ ^ ^. S'il s'agit de e * ^e, obtenu à l'aide de la seconde 

1=2 9±i 9±3 ^ 

forme e*+e*^e*et des puissances paires de e'— «""'^i, on 

f — 3 

en déduira ez ^ ^i; et l'on aura, pour éliminer, les deux relations 



9+i 



£=. 



9 — ' 9 + 



I , e +-6 ^e. 



et — et 5 

Mais il est plus commode de chercher le terme de la série qui contient 
la puissance de e, dont on a obtenu la valeur numérique. Considérons, 
pour appliquer ce dernier mode d'élimination, le cas où l'on aurait formé 
les puissances impaires de e' — e""^^! (*); il suffira, pour obtenir les 
conditions numériques 

ii^o^ 29^0, 199^0, Sai^o, 3571^0, 9349^0^... 



de multiplier entre elles les relations e'^e, 1^ "i 
il suit, poiir chacune des valeurs de f : 



e'j obtenues, comme 



lO ei_e«_ 4, e'— e*— e : es 


4i 


mais « — e* ^ i : donc e^ ^ 3 


2* e» — e« = 4, e*— e»— e» : e*=- 


-4; 


mais e^ — e* ^ 11 : donc e' eee 7 


3* e* «• II, e« e*c=3e* : e* - 


-ii; 


; mais e^ — «* = 29 : donc e' « — i 18 


4» e^— e«^29, f —t* — e* : e* — 


^9 


; mais e* — e* = 11 : donc «• ^ 18 


5^ e» e» 76, e9 c» e' : e' 


76 


; mab e' — e*'^ 29 : donc «'•s= 47 


6* e»_8"=76, e"— ««se» : e«s- 


-76; 


; mais e" — e' ^199 : donc e"^i23 



(*) Cette série a été donnée à la page 8. 
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3. Enfin, tout? relation de la forme e* ^ ^ donnant e^^i^ il est clair 
que cette condition peut servir à donner directement les seuls facteurs 
qui échappent à la démonstration, quand il en existe. Or, comme on 

9 — 3 

vient de le voir, on peut obtenir deux valeurs de e, à l'aide de e ^ et de 

9 + 3 

e ^ . Mais, la décomposition en facteurs présentant des difficultés 
aussitôt que les nombres é^ — i deviennent considérables , on peut dé- 
montrer l'impossibilité de e^^i pour certaines valeurs de 0, sans qu'il 
soit nécessaire de diviser é^ — i par ces valeurs. Supposons d'abord 
e positif; on cherchera, à l'aide du procédé de Legendre rappelé dans 
notre troisième mémoire, le résidu de ^ relativement à 0. Si ce résidu 
est — I, la condition ^^^i sera absurde. Supposons maintenant que e 
soit négatif; la condition numérique devient e^^ — i : si donc le ré- 
sidu de ef^ est — i et que k soit pair, ou si le résidu est i et que k 
soit impair, l'impossibilité sera encore manifeste (^). On voit que, si f et /i 
sont donnés à priori, on pourra, en faisant varier A:, chercher une suite 
de valeurs 6 pour lesquelles la condition numérique est impossible. 

Cinquième note (**). On déduit en eflTet de ae"-4- ^~*^ce**, par les 
mêmes moyens, a't^'^ -h à't'^^^di^ + rf'; et, si on carre ces deux rela- 
tions plusieurs fois de suite, on trouve des résultats de la forme 

Ae**" + Be-^*- = Ci**" + D ; A'e**'^* + B'«-»*-^* = C'e**'^ + D'. 

Les exposants dans le premier membre étant numériquement de la 
forme 2 m, a .3a, et se réduisant aux restes de leur division par 9, se 
reproduisent à partir de a^ = /nf -f- i , si nous désignons par h la plus 
petite puissance de a pour laquelle i soit résidu; car les puissances de a, 
divisées par 9, ne peuvent donner deux restes égaux, si l'une d'elles n'a 
déjà donné i pour reste. Ainsi, dans chaque série, la relation de l'ordre 



(*) Ces deux cas se ramènent d'ailleurs l'un à l'autre : il sulBra de poser e^ — ^ si ^ est 
positif, et e^e' si « est négatif. 
'■•*) Voir à la page 10. 



— 26 — 

A+ 1 aura les mêmes exposants que la première. Si h^=.%h\ on aura 
a*= mç — 1 , et alors les relations de Tordre A' 4- 1 auront dans le pre- 
mier membre les mêmes exposants que les premières, mais avec un signe 
contraire. 

Enfin il se trouvera, dans les deux séries, des relations dans lesquelles 
les exposants de e, considérés dans le premier membre, auront les mêmes 
valeurs numériques, toutes les fois que 3 ou — 3 sera résidu d'une puis- 
sance de a divisée par 9, ou, ce qui revient au même, toutes les fois que 
I ou — I sera, pour le même facteur <p, résidu d'une puissance de a mul- 
tipliée par 3. C'est en effet le résultat auquel conduisent les égalités 
a*w = 7729 ± a*'. 3£/ qui donnent 2*""*'^±3 et a*'""*.3^it i, relative- 
ment à 9. Ces conditions ne peuvent avoir lieu l'une sans l'autre, parce 
que, si a'".3^± 1 et que a'^ i, relativement à 9, on a a'".3^±a' et, 
par suite, a'^'"^±3. Réciproquement, si on avait a'^^iS, on au- 
rait 3.a'=±a'"' et S.a'-'^^i i. 

Sixième note (*). Pour éviter d'avoir à vérifier que i4^49 cst/?/«m/«r, 
on peut avoir une autre relation. 

En effet 1 H-e^ — e donne e -t-e®^ — e"; d'où, en carrant, on ob- 
tiendra c^^a -he-he*^, et, par conséquent, — e'^^e^ — a, ce qui conduit 
à 6^ + 6 ^ae^. Cette dernière relation donnerait une série qui suffirait 
pour éliminer e; mais nous en obtenons à l'instant une seconde, à l'aide 
du moyen déjà indiqué. Il suffit en effet de cuber cette relation, ce qui 
donne e* -f- e'^^ 8e^ — 6t^ ^ et d^éliminer e^ avec 6e'-h6^iae*, pour 
trouver i3e*-h e*^^8e*-4-6 qui servirait à former cette seconde série. 
Toutefois, comme on a déjà (page 10, j'* série) la relation «' -h e'^^e'^ — a, 
l'élimination avec i3e" + e'^ = 8e* + 6 ou 1 3 H- e'^ = Se* + 6a'* se pré- 
sente d'elle-même , et l'on a i5 — 5e** ^78* ou i5e'* — 5e'^^7; mais 
5e* -4- 5e' ^5e' — 10 : donc loe'* — 58*^17. Eliminant entre celte der- 
nière et 5«'*+7e*^ i5, on trouve successivement 19e* ^ i3, 95e**^ 194^ 
i8o5^a5aa, et, par conséquent, 717^0. Or 7i7==3.a39. 



(*) VcMr à la page ta. 
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Septième note (^). Voici un moyen particulier qui donne directement 
la condition numérique 6i3 ^ o , de manière à éviter la considération du 
nombre 1 53991. 

Ajoutons d'abord membre à membre les relations suivantes , qui se 
déduisent toutes de la première d'entre elles : 

nous trouvons, après réduction, Se'* — e^^ae*', d'où Ton Forme : 
ae» _ 3e» = _ e'% 48'» + ge = e»'^ -|- 12, 3e'* -h 8e = la. 

On pourrait déjà combiner le dernier de ces résultats avec 453e ^ — 7, 
ce qui donnerait 654071 ^o ou 11 .97.613^0. Mais, si on continue 
les transformations, on trouve 3e' -1-8^ lae*^, 3s + 8^9e'^; et, comme 
9e* +a4e^36, à cause de 3e' -i-8e^ia, on obtient 276^28, 
81e' ^100, et, par conséquent, 2187^2800, c'est-à-dire 61 3 ^o. 

Huitième note. A ne considérer que les nombres au-dessus de loi , 
voici les nombres que nous avons laissé au lecteur le soin de vérifier 
comme premiers (page 1 8) : 



a* principe. 


»99> 


5ai^ 


3571, 


9349; 




3® principe. 


607, 


a39> 


i4a49. 


i37, 


457, 919; 


4* principe. 


1" 173, 


i37. 


5483, 


a74i. 


^^9 y 347; 




a* io3. 


7109, 


^llly 


"9*, 


599; 


■ 


y i3i. 


6i3, 


153991, 


i483. 





Il faut leur ajouter les deux nombres 4^93 et 7541 de la première 
note (page 19). 



(*) Voir à la page 17. 
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THEOREME 

SDR LES RfiDIIlTIS D'UNE NOUVELLE ESPÈCE DE FRACTIONS CONTINUES. 



QUELQUES MOTS AU SUJET DU NOUVEAU THÉORÈME. 



Dans leurs recherches sur l'analyse indéterininée, les gëomètres ont 
fait dépendre la résolution des questions qu'ils ont abordées, de celle 
d'équations qui sont devenues célèbres dans la science; et les principes, 
qu'ils ont posés, sont restés comme les bases de la théorie. Telles sont 
surtout les équations x" — A/* = zfc i , x' — A;^ = db D. 

Nous proposons aujourd'hui un théorème qui a rapport à la résolu- 
tion des équations de la forme r* — A/' = /^, dans le cas particulier de 
A + r = a*, et qui par conséquent peut servir à donner une infinité de 
solutions pour ,r* — A^* = 2", puisqu'il suffit de prendre z 4- A égal à 
un carré quelconque. 

Les équations de cette forme sont, il est vrai, comprises dans la seconde 
des équations générales ci-dessus mentionnées, mais leur résolution par 
les méthodes connues donnerait lieu à de longs calculs, même dans les 
cas les moins compliqués. 

D'ailleurs, malgré la fécondité parfois téméraire de Fermât (^),ilne 



(*) Fermât avait annoncé qne^ si l'on prenait pour x Vnn des nombres de la progres- 
sion I, a^ 4, 8. • .^ etc., la formule a*+ i donnait toujours des nombres premiers. Sui- 
vant une remarque d'Euler^ rapportée par Legendre^ cette assertion est fausse. 

1. 



nous a pas paru que l'analyse fût assez riche en propositions délectables^ 
comme les appelaient nos pères, pour qu'il n'y eût pas à regretter Tomis- 
sion d'une propriété à la fois élégante et simple. 

Nous croyons de plus que le nouveau développement continu de l/X, 
sur lequel nous nous appuyojis, peut conduire à d'utiles applications; et, 
pour en citer une, il constitue un procédé d'approximation dans le calcul de 
la racine carrée d'un nombre. Les radiâtes de ce développement donnent, 
en effet, les valeurs approchées que l'on cherche, avec une grande rapi- 
dité, une fois que l'on a déterminé une partie importante de la racine (^) 

Enfin notre théorème démontre la possibilité de représenter d'une in- 
finité de manières, sous la forme du second degré .r* — A/*, une puis- 
sance quelconque m d'un nombre donné /*. Il suffit, en effet, de prendre 
A de telle sorte que A + r soit égal à un carré. Cette dernière considération 
avait singulièrement éveillé notre attention par l'espoir d'en tirer parti 
pour la démonstration du théorème de Fermât; mais nous n'avons pu 
réussir encore à en obtenir rien de bien remarquable, ce qui nous a en- 
gagé à poursuivre les recherches que nous avons faites dans une autre 
voie, et dont nous avons déjà publié deux livres. 



(*) Les'iméthodes, qui se rapportent à l'extraction de la racine carrée des nombres^ ont, 
au point de vue pratique, un intérêt que n*ont pas les méthodes d'extraction^ lorsqu'il 
s'agit de racines d'un degi'é plus élevé^ parce que les procédés logarithmiques^ qui s'ap- 
pliquent avec tant de succès à l'extraction des racines des nombres eu général, ne donnent 
pas toujours, pour les racines carrées en particulier^ du moins avec les tables en usage, 
l'approximation qui convient aux questions un peu délicates^ approximation d'ailleurs in- 
certaine et mal définie. . 
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NOUVELLE ESPÈCE DE FRACTIONS CONTINUES. 



Le développement, que Lagrangea donné de i^^ peut être présenté sous 
une autre forme, et de cette seconde forme découle presque immédiate- 
ment le théorème que nous avons à exposer. 

Voici ce développement : 

Soît A = fl* + r, on a 

1/a = û-|-|/X— n, ou \/A=.a + — — —r=L^ -î— % et |/a = «H — 

KA + a l/A+a 

Si, dans le second membre de cette expression, on remplace' |Xa par le 
second membre lui-même, et que Ton continue ainsi dans les valeurs 
successives que Ton obtient pour le premier membre de l'égalité, on Irouve 



afl + 



%a 



aa-H etc. 

Cette nouvelle espèce de fractions co/z^i/i//^^ ne diffère de celles que tout 
le monde connait, que parce que le dénominateur incomplet des fractions 
intégrantes est constant, et que le numérateur de ces mêmes fractions, 
bien que constant lui-même, n'est pas nécessairement égal à l'unité. 

Les réduites se forment d'après une loi facile à démontrer. On voit, en 

effet, qu'avec deux réduites consécutives — :, -7, on formera la suivante -7, 
• * m^ n^ ^ P 

en prenant p-=z\na + /wr, fi z=z*kn'a + m'r. 

Si donc à" est un carré approché de A, les réduites de la fraction con- 
tinue seront des valeurs de plus en plus approchées de X/^ (*). 

Nous laissons de côté ces considérations, du genre le plus élémentaire, 
pour arriver au théorème, 

(*) Il est évident que, si A =fl" + r, l/Â est compris entre a et nH , quel que 

soit le signe de r. Voir la première note, page 10. 
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THÉORÈME 

Sor les réduites des nouvelles fractions cotUinuei. 



Soit -7, une réduite de l'ordre u; je dis que l'on aura m^ — km'* = r*^ 

ou m* — A/?i'' = — /*, suivant que u sera un nombre pair ou un nopibre 
impair. Cette loi se vérifie immédiatement sur les premières réduites. Il est 
d'ailleurs évident que, si r était négatif, on n'aurait plus qu'un signe, et 
que l'égalité serait m" — A/w'* =:/*, quel que fût le nombre entier u. 

Tel est le principe qui nous a frappé. 

Pour en démontrer la généralité, considérons les réduites consécutives 

l m n p 

?' m" n" P' 

et supposons la loi démontrée jusqu'à ^ exclusivement. 

Des valeurs n = a/wa H- Ir, n = am'a -4- /'r, il résulte : 

«• — A/ï" = 4û* (/»• — A/n") 4- liar{lm —, Atm') + /*(/• —A/'*) ; 

et, comme on a, par hypothèse, n* — kn!* = r*(l* — A/'*), il faut que l'on 
ait a {m* — km'*) + r{lm — ktrri) = o. 

Cela posé, à l'aide des valeurs p = a/ia + /wr, p' = a/i'a + mV, 
on trouvera 

/>» — A^'* = 4«* («" — A/i") + kar[mn — Aw V) + r» (to* — Èjn'% 

résultat qui devient, si l'on remplace n et li par leurs valeurs dans le 
second terme du second membre, 

I^s trois premiers termes du second membre de cette égalité, pouvant 
se mettre sous la forme 

4a» [(;,» _ A/i'*) -f- r (m» — Ain")] + 4flr[a(m» — Am'*) + r{lm — Arm')], 

se réduisent à zéro, à cause de 

«» — An'' + r (m* — A^'*) = o, et de a (m» — Am'*) + r (/m — Ar/n') = o : 

il reste donc />* — Ay^'* = r* (m* — A/w'*). 

En conséquence, si m* — Am'" = ± /*"% on aura />• — A//' = ± /^, 
ce qui démontre la loi. 
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Cette dëm'oDStration est celle qui se préseute la première à l'esprit; mais 
en voici une autre qui nous parait beaucoqp plus simple. 

Considérons les mêmes réduites ^^ -,» ^9 dont la dernière a pour ex- 

m n p^ • 

p ^na -H mr 

pression -7 = — ; — : — r » 

et désignons par/ la valeur \/^ + n, dénominateur complet dont aa n^est 
qu'une valeur approchée; nous aurons 

ly/T— *r + «r 

d'où Ton déduira 

Mais de y — a = |/A on déduit également ^— «dry— r=s o. En consé- 
quence, puisque les deux équations ont les mêmes racines, on doit avoir 

mn — ikniri m* — Am** 

r 7— = — n , et /* --r— = — r .' 

«•—Ail" ' j|»-.Aii'' 

or cette dernière égalité donne 

Ainsi, pour passer d'un résultat m* — AiTt'* au suivant n* — An'^i il 
faut multiplier le premier par — r. 



APPLICATIONS. 



Nous nous bornerons à quelques réflexions. 

D'abord la règle est facile à saisir, et peut se présenter comme il suit. 
Supposons que Ton ait A = a* + r, r représentant un lïomhre posiify, 
le développement sera 



r 



an + etc.; 
m 

m' 



et la réduite —7 de Tordre a donnera xzmàzmfj-z^dcm' pour résoudre 

jf — Ky*=zr*^ lorsque le nombre u sera pair, ou a:*-*A/'=— «r", lorsque 
le nombre u sera impair. 

Mais, si Ton a A = a* — r, le développement sera 



A 
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V/A = a ^U — 

r 

an — 

2a — etc.; 

et l'on aura j? = ±/w, jr=zàim' pour résoudre x* — A^' = /', m élanl 
égal au rang de la réduite —,. 

Il suffit de faire attention à la forme de Téquation x* — A/*=±/*, pour 

m 

comprendre que x eij' ne peuvent avoir d'autres diviseurs premiers com- 
muns que ceux de r. D'un autre côté, il résulte de la loi de formation des 
termes des réduites, que ces termes ne peuvent avoir d'autres facteurs pre^ 
miers communs, diviseurs de r, que ceux communs à r et à aa (*). H 
faut donc conclure de ces observations et de la condition A=a' ±r, 
que les valeurs trouvées par notre méthode pour x et y^ ne sauraient avoir 
d'autres diviseurs premiers communs, a excepté, que ceux communs à r 
et à A. En conséquence, toutes les foisquersera/7r^/;z/'eravec A,les valeurs 
dont nous parlons seront premières entre elles si r est impair, et, s'il est 
pair, elles ne pourront avoir pour commun diviseur qu'une puissance de a. 
On peut appliquer aux exemples suivants : 

et l'on trouvera, respectivement (**), 

x = ±:738, ^' = ±137; ar = ±a/|4i, y = zt56o; ^ = ±590, j^ = ±io6. 

Les solutions, ainsi obtenues, ne sont pas les seules que l'on puisse trou- 
ver par notre méthode. Nous les appellerons indépendantes de /*, pour 
les distinguer de celles dont nous allons parler, et qui ont pour facteur 
commun une puissance de r. 

Posons xz=ifx^ y=fy\ %v étant moindre que m-I- i; l'équation 
x^ — A;^* = ±/* deviendra, après la suppression du facteur commun r^\ 
x'* — A^'* = ± /*"*"; et, si l'on résout cette dernière équation, les valeurs 

■ I ■ ! ■ ■ I . ■ ■ . ■■*■■■■ 

(*) En effet, pour former ^ h l'aide des réduites précédentes —, — :, on a 

p n m 

p = awa + mr , p' = ^n'a + m'r. 

Ainsi on ne peut imaginer aucun diviseur premier de r, commun à /» et à/?', qui ne divise 

n et n\ s*il ne divise %a. Or, divisant n et //, il diviserait / et /, puis h et A'.,, etc.^ et par 

aa* -\- r 
conséquent les deux termes de la seconde réduite qui est — . 

(**) Voir, pour le calcul, la deuxième note, page la. 
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de 3!^ /, multipliées par z', résoudront la proposée. On fera donc succes-r 
sivement 

■ _ u — a u — I 

v:=,\. V = 2m ^=3, •••• (>= ou p = — , 

suivant que u sera un nombre pair ou un nombre impair, et les solutions 
se déduiront des réduites, dont le rang est indiqué par les nombres 

u — a, tt— 4> tt— 6, .••. 3 ou - i. 

U suffira, pour les obtenir, de multiplier les deux termes de ces réduites, 
respectivement, par les facteurs 

r, r*, r*, .... r ■ ou r • • 

Si U était un nombre pair, et qu'on voulût trouver les solutions de la forme 

H II 

.r = r*x', j=ir*yj on aurait à résoudre Téquation xf* — A/* = ± i. 

Enfin , pour trouver des nombres entiers qui résolvent l'équation 
x^ — A;^ = 2", on prendra pour z l'une quelconque des valeurs déter- 
minées par la relation . Â = a* — z, et l'on cherchera x eljr par la mé- 
thode précédente. On pourra même prendre A = a' -h 2, si m est pair; 
mais, s'il s'agit de résoudre x^ — A7'* =— 2", il faudra d'abord que /ti soit 
impair, et l'on devra poser A = a* -h z. 

Nous terminons ce très-mince opuscule en faisant observer que notre 
théorie n'exclut aucune valeur positive, de A qui peut être un carré par- 
fait (^). Il resterait, il est vrai, à montrer comment chacune des solutions 
que nous venons d'enseigner à obtenir pour x* — A^ = a^, ou pour 
X* — ky = — r", peut, lorsque A n'est pas un carré parfait, servir à for- 
mer une série infinie de solutions semblables; mais, sur ce point, nous 
renvoyons aux notes qui suivent (^*), et aux ouvrages de Legendre et de 
Gauss. 



(*) Les auteurs oi>t considéré à part le cas oii A est un carré parfait a*. On procède 
alors à la résolution, par la décomposition ^ facteurs, ce qui conduit à deux équations du 

premier degré, x — aj^ := 0, x -f- a/ = — , étant un diviseur quelconque de D, qui ne 

surpasse pas \/^. U reste à prendre, s'il est possible, ce diviseur 6, de manière que 
X eijr soient entiers» 

(**) Voir la troisième note, page i3. 



NOTES DU CINQUIÈME MÉMOIRE. 



PREMIÈRE NOTE (*). 
Principes sur les nouvelles fractions continues. — ^application. 
Si on considère la forme générale du développement 

r 
«H 

r 



afl H- elc, 

et les réduites consécutives d'un ordre quelconque — 7, -;, ^, on trouve 

m n p 

pour les différences de ces réduites, 

m n mn* '•^ nm' n p np'-^pn' 

TIT' """ "D _,' - / * "Zi """ "17 _'_* • 

m n m n n p np 

Mais, à cause des valeurs de p et de /;', on a np* — pn! = {nni! — mn')r, 
c'est-à-dire que les numérateurs des différences se forment les uns des 
autres : il suffit, pour les former, de multiplier par — r celui qui précède 
immédiatement. 

Or, si on soustrait la seconde réduite de la première -| le nu- 
mérateur de la différence est — r; donc les numérateurs suivants seront 
r", — r^j ... etc.; de sorte que, si l'on cherche la différence entre la ré- 
duite de l'ordre u et celle qui la suit immédiatement, le numérateur de 
cette difFéi-ence sera /* ou — /*, suivant que le nombre u sera pair ou 
impair (**). 

Cela posé, comme, dans l'hypothèse de A = a* h- r, quel que soit le 
signe de r, la valeur de l^^ est toujours comprise entre deux réduites 

consécutives, si on prend la réduite —, de l'ordre u pour la valeur de 
I/A, l'erreur commise sera moindre que -r-,j et, à plus forte raison, que 
— . U résulte de là un moyen simple pour trouver une limite du degré 



n 



d'approximation que l'on obtient, lorsque, dans le calcul de V/A, on 
s'arrête à une réduite de l'ordre u. 



{*) Cette note a été annoncée à la page 5. 

(**) li faut cependant faire cette restriction que les réduites n*auroi\t pas été simplifiées. 
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Mais y si Ton veut connaître approximativement dans quel rapport va- 
rie, d'une réduite à l'autre, cetle limile de l'erreur commise, il suffit, pour 
s'en rendre compte, de comparer deux diiïërences successives dont les 
valeurs, abstraction faite du signe, sont 

mn' — m'n {mn* — m*n) r 



mn n p 



et l'on voit que, pour passer de l'une à l'autre, il faut multiplier la pre- 

. , m*r nir • ^ i * i ni'r 

miere par — r ou — r-; — r, QUi est la même chose que — -— ; p. 

Cette dernière expression, étant moindre que —, est inférieure à — , 
puisque r est au plus égal à na (*). 

Ainsi on pourra connaître, dans chaque cas, l'utilité qu'il y aurait à 
prendre une réduite de plus, et l'on pourra même décider, à l'avance, 
suivant le degré d'approximation réclamé par la question, l'ordre de la 
réduite à laquelle il convient de s'arrêter. 

Il est clair que la méthode pour trouver P^, lorsque l'on part de 
A = a' + r, offrira d'autant plus davantage que r sera petit relative- 
ment à a. 

Proposons-nous de chercher la racine carrée de 3i , en prenant 
3i =a5 + 6, bien qu'il fût préférable, pour la rapidité du calcul^ de 
prendre 3i =36 — 5; on a aussitôt 

6 



l/Ti = 5 4- 



6 

XO + 



lo -4- etc.; 

et, si Ton fait abstraction de la partie entière, on trouve pour les réduites : 

6 6o 636 ,6720 71016 750480 

10' 106' iiao' 11836' ia5o8o' i3ai8i6'"' 

dont les valeurs décimales sont respectivement 

0,6; 0,566...; 0,56785...; 0,56775^.. •; 0,5677646...; 0,567764348...; etc. 

(*) Comme des deax carrés consécutifs qui comprennent le nombre A, on peut toujours 
choisir celui des deux qui donne le moindre reste r, ce dernier sera moindre que a + ' « 

puisque la somme des deux restes est 2a+ <• Avec cette attention, »~ ne saurait excé- 

a 4«* 

der — . 
4« 



— « — 

Mais, si Ton prend un chifTre décimal de plus, et qu'on pose a = 5,5, 
on trouvera le développement 

l^, = 5,5 + ^ 



0,75 
II 



II + etc., 
dont les réduites, abstraction faite de a, sont 

75 825 Qi3ii5 

iioo' 12x75' i3475ooo* 

Si on les convertit en décimales, et qu'on leur ajoute 5,5, on obtient, pour 
I/3T, les valeurs approchées 

5,568; 5^567761; 5|56776437« 

Enfin, en prenant encore, pour a, un chifTre décimal de plus, on a 

KT. = 5.56 + .2:2?5* 

0,0864 

ii.xa-l i— — 

II, 12 + etc.9 

et l'on trouve les réduites 

864 960768 



X11200* 128740800' 

dont les valeurs décimales, augmentées de 5,56, sont 

5^567769...; 5,567764367... • 

Le calcul par logarithmes, avec les tables de Callet, donne, pour cette 
racine de 3i, la valeur approchée 5,5677647^ dont le septième chiffre 
décimal est inexact; encore faut-il faire une division pour trouver les 
trois derniers chiffres, car les tables ne donnent que cinq chiffres. 

Les tables à cinq décimales de Reynaud donnent 5,56775, valeur 
inexacte au cinquième chifTre décimal, et dont les deux derniers chiffres 
ont nécessité une division. 

* 

DEUXIÈME NOTE (*}. 
Détail du calcul précédemment annoncé. 

l*' EXSMPLE : X* — ^gjr* = 7', P''^ = 6 — — 



I.-' 



Réduites : -. — , — ^ 

i' 12' i37 



12 — etc. 
6 65 738 



n Cette note a été indiquée à la page 8. 
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8 4- etc. 
».. ., 4 35 19a a44i 

• 1 ' 8 * 67 ' 56o 

3* EXSKPLB : «» — 3i/* = ^ 6^ i/Ti = 5 + ■■ 

10 + — — 

10 •+ etc. 

5 56 . 590 

RMutet : -, — , -^. 

1 10 106 

Les solutions dépendantes de r, obtenues par le même calcul, seraient 

pour le premier exemple J7 = ±7.6y jr = ziz T»ij 

pour le deuxième exemple x = rb 3.35j ^ = rb 3.8; 

et pour le troisième x = it:6.5, ^ = ±6.1. 

TROISIÈME NOTE (*). 

Résumé des méthodes de Lagrange et de Gauss. — Observation importante. 
Application de ces méthodes aux équations qui ont servi ^exemples. 

Nous ne pouvons évidemment, ne fût-ce que pour la comparaison des 
procédés, quitter un pareil sujet, sans appliquer au cas particulier que 
nous avons traité, les méthodes générales données pour la résolution de 
réquation a^ — Â^=:ii: D^ et dont nous sommes redevables au génie 
de Lagrange et de Gauss. Ces méthodes nous paraissent d'ailleurs con- 
nues de peu de personnes, bien que chacun s'imagine qu'elles le sont de 
tout le monde. 

Nous nous bornerons au cas où les solutions sont des nombres pt^^ 
miers entre eux, tous les autres cas pouvant se ramener à celui-là. A est 
d'ailleurs un nombre positif, non carré (**). 

METHODE DE LAGRANGE. 

Legendre, où nous trouvons la méthode de Lagrange, considère deux 

cas, celui de D<l/^A, et celui de D>W^. Nous les résumons de la 
manière suivante : 
Premier cas. On développe P^ en fraction continue ^ et les réduites 

(*) Cette note a été anooDcée à la page 9. 

(**) Voir la petite observation au bas de la page 9. 
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« 

qui correspondent aux quotients complets dont le dénominateur est D, 
fournissent des valeurs qui résolvent la proposée, de telle sorte que, si la 

réduite - correspondant à un de ces quotients complets, est plus grande 

que l/X, ses deux termes p el q satisfont à Téquation x^ — kjr^ = D; et 
que, si au contraire elle est moindre que V^^ ses deux termes sont une 
solution de x^ — A^* = — D. Comme les réduites sont alternativement 
moindres ou plus grandes quel/^, le rang d'une réduite suffit pour fixer 
les idées à cet égard. 

Le développement de |/^ en fraction continue étant toujours pério- 
dique, on doit développer l'étendue d'une période entière. S'il ne s'y 
trouve aucun quotient complet dont le dénominateur soit D, il ne s'en 
trouvera dans aucune auti'e période; et alors aucune des deux équations 
x^ — A^ = ± D ne sera résoluble. S'il s'en trouve un ou plusieurs, ce 
qui est possible dans le cas général, ces mêmes quotients se reproduiront 
dans toutes les périodes, et les réduites correspondantes fourniront 
ainsi une infinité de solutions, mais pouvant toutes se déduire des pre- 
mières, respectivement, par une loi fort ingénieuse. 

En effet, puisque A est un nombre entier non carré et positifs l'équa- 
tion 4>* — A^F'= I est toujours résoluble, d'une infinité de manières, 
par le simple développement de |Xa ; et, si l'on appelle f et ^^ l'une de 
de ces solutions, celle des moindres nombres par exemple, toutes les au- 
tres se déduisent de celle-là, au moyen de la série récurrente (*) 

(*) Cette série se reconnaît immédiatement, sans le développement du binôme^ de la ma- 
nière suivante : 

Les équations ^ + l^A V = (9 + V/A^)"", * — l/ÂV = (? — i^^Y" donnent : 

a ' a ' 

Or l'expression (ç + |/a<J/)* + (f — P^j/)" peut être mise sous la forme 

de sorte qu'en substituant ^,» à -^ i 2^ et réduisant, 



on trouve 
a 



On trouve de même W^^ = a^V,,., •— V»-,. 
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* + |/ï V = (<p + k^f )•», 

de telle sorte que pour avoir *., V,; <i»,, V,; 4>3, V3;.... etc., il sufHt de 
faire successivement m= i; m=a; m = 3; ... etc. Les séries, qaidoti- 
nent ces valeurs de <ï> et de Y, ont, Tune et Taulre, pour échelle de rela- 
tion^ aç et — I. 

Soit donc/? et q une solution quelconque de x^ — A/* = D, ou de 
a^ — A7^ = — D, on obtiendra toutes les solutions qui se rapportent 
périodiquement à celle-là, au moyen des formules générales 

dans lequelles le signe de W peut élre changé à volonté, et qui sont, du 
reste, faciles à vérifier par la simple substitution. 

Deuxième cas. Dans Thypothèse de D>1/^, il faut recourir à la mé- 
thode générale donnée pour l'équation complète Lr' -4- Mx/ 4- Ny"' = dt D 
dans le cas particulier de M* — 4LN = 4A^- On transforme cette équa- 
tion, en posant x =/2/ + Dw, et en prenant n de manière que /i* — A soit 
D ou un multiple de D. On la ramène ainsi pour chaque valeur de n 

comprise dans les limites de à -, à la forme ay* -+- bjru -h ca* = ± i 

que Ton résout en développant Tune des racines de «7*4-^^4-^=0 
en fraction continue. Les réduites correspondant aux quotients complets 
dont le dénominateur est D, résolvent l'une ou l'autre des équations 
rt^> 4- byu 4- cw* = ± D, selon le rang de la réduite. Connaissant / et «, 
on en déduit facilement la valeur de x. Lorsque M=o dans la proposée, 
on n'a besoin de considérer que les yBleurs positii^es de n, parce que les 
ys}eursnégatii^es conduiraient au développement des mêmes racines, et que 
les deux racines d'une équation du second degré donnent la même série. 
Unefoisquel'onauradéterminéunesolution/?,^, pour chaque valeur de 

/i, de à —, chacune de ces solutions servira à former une série de 

solutions semblables au moyen des formules 

X = p^ ± AqW , y z= pW ± q^i 

m 

ce qui dispense de développer la fraction continue au delà d'une période. 
4> et ^représentent d'ailleurs, comme nous l'avons dit précédemment, les 
diverses solutions de 4>' — A}¥* = 19 et se déduisent d'une seule solution 
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ç, ^^ supposée connue, à Taîdc de la relation * + l/AT = (ç -4- l/A\^)", 
par la variation de m. 

Il est clair que, s'il ne se trouvait aucune valeur de n^ Téquation ne 
saurait être résolue. 

METHODE DE GACSS. 

La méthode appliquée à l'équation générale aaf + abxjr -h 9^= D, dans 
le cas de b* — 00= A, exige d'abord que D, quel que soit son signe, soit 
un résidu quadratique de A, c'est-à-dire que l'on puisse satisfaire à la con- 
dition N* = D + Al Si celte condition , qui revient du reste à celle 
que donne Lagrange pour la détermination de n dans le deuxième cas, 
n'est pas remplie, l'équation ne peut être résolue. Si elle est satisfaite, 
on cherche alors, pour chaque valeur de N, séparément, les valeurs 
de j: et de ^ qui peuvent ramener la forme ax* + nbx^ + c/* h la. 

forme Dx* + ai^-JT* H — — ^; et, si cette condition est satisfaite /^ro- 

prement (*) par j:=a:r' -f- 6;^, jr=i^x' H- fy' les valeurs x = a, jr^=^*i 
sont une solution de la proposée. 

Dans l'application du procédé, on se borne aux valeurs de N positives 

ou négatii^es ^ i\\ï\ numériquement ne sont pas supérieures à — • La trans- 
formation définitive s'obtient au moyen de transformations successives 
dont nous avons longtemps hésité à donner la règle, parce que nous dé- 
sespérons de la donner avec une clarté suffisante. 

Pour opérer ces transformations successives, on passe de la forme 
aa^ -f ^bxjr •+• 9^ ainsi représentée (a, 6, c) , suivant Gauss, à la forme 



{a', b\ c!)j en posant b + b' =:hal et c'=: — -; — , h devant être déter- 
miné de telle sorte que b' soit compris entre l/A et 1/A — a', si a est 
positif, ou entre l/A et l/A + a', si a' est négatif. On continue ainsi, 
de forme en forme, jusqu'à ce qu'on en trouve une, ce qui arrive infail- 
liblement, dans laquelle le troisième terme ne soit pas plus petit que le 
premier, et qui prend le nom de forme réduite^ dans la langue de Gauss. 



(*) ^Expression de Gausse qui signifie que aS ^ frf ^' P'"* grand que zéro. 
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Si, à partir de cette forme réduite, on continue le même mode de trans- 
formation, on obtient la période toujours composée d*un nombre limité 

de formes, au delà desquelles elle se reproduit. 

/ jn* A.\ 

Cela posé, on commence les transformations de [D, N, — j- — 1 jus- 
qu'à la réduite. On opère alors sur la proposée (a, ù, c) jusqu'à la ré- 
r/e^Ve d'abord; puis, en continuant, on forme sa période, jusqu'à ce qu'on 
rencontre, s'il est possible, la réduite de l'autre forme. Le but étant de 
trouver une forme commune aux deux suites, le travail s'abrégera de lui- 
même, si cette forme commune vient à se déclarer dans les deux suites, 
avant la formation de la période. 

11 en résulte alors une série de formes qui commencent à (r/, b, c), 

et se terminent à [ I), N, — — — J ; mais, pour la réaliser, il faut avoir soin 

de supprimer la forme commune, et de prendre dans un ordre invei*se, 
pour faire suite aux formes déduites de (a, b, c\ les formes qui pro- 

(N* _ A\ 
D, N, — - — J. Il faut, de plus, dans chacune de ces der- 
nières, remplacer le signe du terme moyen par un signe contraire, et faire 
changer de place entre eux aux termes extrêmes. C'est ce que Gauss ap- 
pelle substituera ces formes les opposées de leurs associées. 

Toutes ces formes, dans leur enchaînement ainsi défini, ont, de l'une 
à l'autre, une relation constante que voici, c'est que le premier terme de 
chacune d'elles est égal au dernier terme de la forme précédente, et que 
la somme des deux termes moyens considérés dans deux formes consé- 
cutives, est exactement divisible par le terme qui leur est commun. Ces 
conditions, jointes à ce que, dans tous ces trinômes, b^ — ac = A (*), 
assurent ce que Gauss entend par leur équii^aience propre^ c'est-à-dire la 
propriété qu^elles ont de donner les représentations du nombre D, qui 
appartiennent à la valeur N de l^X (mod. D). 

Voici, dès lors, Va/gorithme particulier qui sert à déterminer les valeurs 
a, ê, Y, i dont on a besoin pour passer, directement, de la première 
forme à l'une quelconque de celles qui la suivent. 



(*) Suivaot la dénomination de Gauss, ces formes sont contif^uës. 
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Représentons les formes trinômes successives par 



et posons ;— =A; — -j— = A; — -;;; — =A,...etc.; 

on aura, pour déterminer les valeurs 

propres à faire passer directement de la première forme à celles qui la 
suivent, la loi de formation indiquée dans le tableau que voici : 

6' = — I ; t' = « ; «' = A' ; 



a'= o 

«"= 6' 
a"'= 6" 

• • • 

etc. 



6'"= /i'"6"— €'; y"'= ^' 



• • • 






• • • 



etc. 



etc. s etc. 

A Vaide de cet algorithme facile à saisir, on pourra former les va- 
leurs «1 ê, Y, ^ dont on a besoin pour passer, directement, de la forme 
(a, b, c) à la forme (d, N, ^ ~ j, et alors x = a^ jr=^f seront une 

solution de la proposée. 
Il y en aura ainsi une pour chaque valeur de N , posiu'$fe ou négaii%fe^ 

dans les limites de — ^ à ^, toutes les fois que la réduite de m, N, ~ j 

se trouvera dans la période de (r/, b, c). Ces diverses solutions obte- 
nues, on aura toutes celles qui en dépendent respectivement^ à Taide des 
formules 

^ et « étant des valeurs quelconques propres à résoudre T* — AU*= i^ 
lesquelles se déduisent les unes des autres, au moyen de la loi déjà plu- 
sieurs fois indiquée, pourvu qu'on connaisse un seul système de ces va- 
leurs (*). . 

Lorsque le second terme manque dans Téquation à résoudre, il suffit 

de considérer les ^^ems positives de N jusqu'à -. En effet, suivant les 

(W — AN f n* — A\ 

0» !^> D y [^y — N, — 5— j 

sont équii^alentes proprement et improprement puisque la proposée (a, o, c) 
(*) Nous avons respecté, autant que possible, les notations dont se sont servis les^ auteurs. 
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est ambiguë. Le calcul conduirait donc à la même sëriCi bien que par 
des routes différentes. 

A ceux qui n^ont pas Thabitude de cette langue difficile, qui n'a guère 
été parlée que par celui qui Fa faite, il suffit de dire que, si les valeurs 
^ = 0^ + 6^^, ^ = yj/+ jy, substituées dans la proposée (a, o, c) , 

donnent naissance à la forme ( D, N, — ^~) 9"^°^ ^° prend 6 = — 5-^* 

i= -^^^r — ^, les mêmes valeurs font naître la forme (D, — N, — - — J 

lorsqu'on remplace IN par — N dans les expressions de ë et de j. La 
réciproque .étant vraie, il y a nécessairement autant de transformations 
d'une espèce que de l'autre, de sorte qu'on trouvera les mêmes solutions 
pour la représentation de D, quel que soit ce^ui des deux modes de calcul 
que l'on aura voulu suivre. 

Telles sont les méthodes dont nous ne pouvons faire qu'un résumé ra- 
pide; le procédé que nous avons donné pour résoudre x^ — A;^ = /*, 
réussit toujours, dans le cas particulier de ^.-=10^ -\'rj si /n est pair, et 
dans celui de A = a' — r, quel que soit m; et, lorsqu'il s'agit de l'équation 
x^ — A/* = — /'", il réussit encore dans le cas de A = a" + r , pourvu 
que m soit impair. 

Les solutions indépendantes de r et celles qui en dépendent, si faciles 
à découvrir par notre méthode, servent à déterminer toutes celles qui 
leur sont semblables avec le secours des formules déjà citées. Notre prin- 
cipe met donc en évidence, dans les cas particuliers que nous avons in- 
diqués, la possibilité de résoudre les équations de la forme x* — A/* =±r*, 
et les diverses formes de solutions que l'on peut toujours obtenir, ce que 
les méthodes connues jusqu'ici n'établissent qu'après les calculs laborieux 
tentés pour leur résolution. Mais on peut se demander si, dans ces mêmes 
cas particuliers, les méthodes générales que nous avons essayé de repro- 
duire, ne feraient pas découvrir plusieurs séries de solutions là où nous 
n'en trouvons qu'une^ de sorte qu'il reste à faire voir qu'il n'en peut exis- 
ter qu'une de chaque espèce. Nous ferons observer à cet égard que les 
méthodes de Gauss et de Legendre, pour trouver un catré N^ égal à 
A -H D/, conduisent y dans l'hypothèse de D=:±r*, à une expression 

de la forme N = /*/+ A, et qu'ainsi, avec la condition imposée à N de 

3. 
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ne pas dépasser -^, il ne saurait exister qu'une valeur de N, et, parlant, 

qu'une seule série de valeurs. Il est ^ai que le premier cas trailé par Jje- 
gendre, celui de D<1/a, échappé à ce raisonnement, puisque, dans 
celle hypolhèse, il procède au développement de l^A, sans aucune trans- 
formaliou préalable; mais Gauss n'élablit pas cette dislinclion, et il est 
d'ailleurs évident que la mélhode proposée par Legendre pour le cas de 
•^-^ l^A, bien que plus longue dans la pralique, n'en est pas moins ap- 
plicable au premier cas de D <l/A. 



Application de la mélhode de Lagrange aux équations qui ont servi 

dexemples. 

1** .r* — 1^ = 7^. On pose x=inx — 343z, n est un nombre qui ne 

peut excéder — , et assujetli à la condition de rendre /i' — 29 divisible 

par 343. La valeur n=:83, que l'on trouve, donne la transformée 
ao/" — 1 6fy"2 + 3432* = I . Pour résoudre celle-ci, il faut développer 
l'une des racines de aq/^ — i66y + 343 = o, jusqu'à la première réduite^ 
de rang pair, correspondant au quotient complet dont le dénomina- 
teur est I. Si on développe la plus grande des deux racines, savoir 

r= ^, la réduite cherchée est -r— , et donne par conséquent 

s = 3 1 , ^;^ = 1 37, et, par suile, .r = 738 (*). 

Si maintenant on appelle <1> et^ les diverses solutions de <t>* — !29^'= i, 
toulesles solulions semblables de la proposée seront données par les for- 
mules 

X = 738* ± 29. 137. V, X = 738V db i37<l>. 

Quant aux valeurs de <I> et de M^, le développement de l^ag donne, pour 
la première réduite de rang pair, correspondant au quotient complet 



83 — l/ao 
f) St on développait Tautre racine 2, on trouverait, pour première solution, 

X = 2278, /=:423, solution comprise dans les formules générales qui suivent, oit il 
suffit de faire 4 = 9801, ^ -= 1820. 
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C\ le nombre fractionnaire ^^, dont les deux termes devront 

être substitués à f et à ^ dans la formule 4> + ï/agT = (ç + W""^ 4»)" 
destinée à déterminer les quantités dont il s'agit. 

7? .r* — 19^=3^ On pose x=n/ — 8iz, et Ton trouve n= 10, d'où 

jr* — aqyz+81** = ly ou (x"" ï <**)'— '9** = '• 

Tout se réduit donc à résoudre y* — i9s*= 1. Pour cela on développe 

I/I9, et Ton trouve -^ pour la réduite qui correspond au premier quo- 

tient complet ayant i pour dénominateur, lequel est . Comme 

celte réduite est de rang pair, elle résout l'équation <!>• — 194^*= i, et, par 
conséquent, j/' — 192*= i. On a donc ^ = 39, /-'rrri^o, /=56o, 

Pour obtenir maintenant toutes les solutions semblables de la proposée, 
on aura les formules 

X = a44i^±i9.56oV, y = a44iV±56o», 

en désignant par 4> et ^ les solutions diverses de 4>* — i9M^*zz=: 1, so- 
lutions que l'on peut déduire du système 9 r=: 1^0, i|; = 39, à l'aide de 
4> + I/T9T = (<p + P^'^Tg^')", en faisant varier m. 

3* x"-^ 3i^ = — 216. X et ^, ne pouvant être impairs ni l'un ni 
l'autre, doivent être de la forme ^^ a/. Il s'agit donc de résoudre 
x^ — 3i/* = — 54. En posant x = /i/ — 54^, on trouve /i = a5 , 
et, pour la transformée, i ly* — Sq/z + 5^z* = — 1 . Si nous développons 
alors l'une des racines de ii^-'* — 5oy + 54 = o, la réduite qui corres- 

pond au premier quotient complet , est — ; et, comme elle est 

de rang impair, et par conséquent moindre que la racine développée, on 
a, pour résoudre la transformée, y = a5 et 2 = 91 d'où l'on déduit 
j:'=:i39, et, par suite, j; = a78, ^=5o pour résoudre la proposée. 

Pour obtenir les autres solutions de même espèce, il faut résoudre 
4>* — 3iY* = i. On trouve, en développant l/3i, pour la réduite qui 



(*} La première réduite correspondant au quotient complet , est — ; 

elle est de rang impair, et serait une solution de x* ^ a^;"* = — i. 



mais 



correspond au premier quotient complet ■ , la valeur . 

cette réduile est plus grande que (/""TT; on a donc, pour premier système, 
f = iSao, i|; = 273; et les autres s'obtiendront au moyen de la relation 
4> + \y^W = (ç + \/^\ 4»)". Ainsi Texpression générale des solutions 
cherchées sera 

Si Ton fait <!>= iStio et ^^ = 273, et qu'on change les signes, on 
trouve X = Sgo, / = 1 06. 

application de la méthode de Gauss aux mêmes équations. 

1" X* — ^9/* = 7^. Gauss donne une méthode pour trouver un carré 
N* dont A. soit résidu suivant le module />", mais avec la condition indis- 
pensable que A soit résidu de p^ ce qui est ici l'hypothèse. 

Cette méthode conduit à N=83, de sorte que la transformée ( D,N, — — - j 
est (343, 83, ao). 

Cela posé, voici la suite du calcul : 

D, N, — j- — j jusqu'à sar6'^ïe:(343, 83, ao); (ao, — 3, — i); 

(—1,5,4). 

Formes de x* — ag/* jusqu'à sa réduite : (c,o, — ag); ( — ag, o, i). 

Période de ( — ag, o, i) jusqu'à la réduite ( — i, 5, 4) • 

(-29,0,1); (1,5,-4); (—4,3,5); (5, a,— 5); (—5,3,/,); (4,5, — i); (— 1,5,4). 

Formes successives et continues de (1,0, — 29) à (343, 83, ao): 

(1,0,-29); (—29,0,1); (1,5,— 4); (—4,3,5); (5,2,-5); (—5,3,4); 
(4, 5, — i) ; (« 1, 3, 20) ; (20 — 83, 343) ; (343, 83, ao). 
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On aura donc, en changeant le signe, â:=:aa78, ^=4^3; et toutes 
les solutions semblables s'obtiendraient par les formules 

dans lesquelles / et u sont une solution quelconque de T' — agU' =r t • 
Si on prend r=98oi et i£=i8ao, on trouve la solution x=738, 
^=z 137, obtenue par l'autre méthode. 

a* a:*7— 19>^ = 3*. On trouve d'abord N= lo. 

Formes de f D, N, — ~-) jusqu'à sa réduite : (81, 10, i); i, 4> — 3); 

(-3, a, 5). 

Formes de or* — 19/* = 3* jusqu'à sa réduite: (1 , o, — 19) ; ( — 19, 0,1); 
Période de ( — 19, o, 1) jusqu'à la réduite ( — 3, a, 5) : 

(— i9f Oi 0; (i> 4f — 3); (—3, a, 5). 

L'apparition d'une forme commune aux deux suites, savoir (1, 4» — 3), 
avant la réduite ( — 3, a, 5), abrège un peu le travaiL 
Formes successives et continues de (19 o, — - 19) à (81, iO| i) : 

(i, o, —19); (—19, o, 1); (i, —10, 81); (8r, », 1). 
Calcul des valeurs a, 6, y, 8 : 

o, — I, I, o; 

— I, 10, o, — I ; 

10, I, — I, o; 

d'où il résulte * x = 10, >• = — i . 

Les valeurs semblables seront données par les formules générales 

X = 10/ — 1911, jr ^=i t — io« ; 

et, si on prend /=: 170, « = — 39, valeurs qui résolvent T* — 191)*= i, 
on trouve a:=a44'>^=56o, solution déjà trouvée, 

3* or* — 3i;^= — ai6,, ou plutôt a/* — 3i/* = — 54, puisqu'il faut 
poser ar = aa:', ^^ay. On trouve d^abord N=a5. 

Formes de [d, N, ^'~^) ' f" ^4» a5, — 1 1 ); (- 1 1 , -3, a); (a, 5, -3). 

Formes de (1,0, — 3i) jusqu'à la forme (a, 5, — 3) : 



(1,0,— 3i); (-3i,o, i); (i,5,— 6); (-6,i,5); (5,/,, -3); (-3,4,a); (a,5-.3). 

Formes continues de x^ — 3tjr* jusqu'à la forme / D, N, — ^--) • 

(I, o, — 3i); H3i, o, i); (i, 5, -6); (-6, i, 5); (5, «. —3); 
(—3, 5, a); (i, 3, — ii); (— ii, — a5, — 5«); (—54, %5, — ii). 

Calcul des valeurs «, €, y» ^* 

o, — I, I, o; 

— I, — 5, o, — i; 

— 5, 6, — I, I ; 
6, II, 1, »; 

i'» — ^91 *» — 75 

— 39, — 167, — 7> — 3o; 

— 167, — 295, — 3o, — 53; , 

— 39$, 167, — 53, 3o; 

d'où Ton déduit .r' = a95, y = 53; et, par suite, .c ^=z Sqo, j- = 106. 
On aurait pour les valeurs semblables 

4r = 590! — 3i . io6«, y =: 106/ — 590»; 

et, si on prend /= i5ao, u = ^^3, valeurs qui résolvent T* — AU*=: i, 
on trouve la sqjtution précédemment obtenue x= 278, ^= 5o. 

Dans lapplicatiou des deux méthodes nous avons suivi, pour la dé- 
termination de n et de N, les procédés indiqués par les auteurs ; mais nous 
avons également obtenu leurs valeurs par un procédé particulier, que la 
longueur de ce mémoire, déjà trop étendu, nous empéclie d'exposer ici. 
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RECHERCHES NOUVELLES- — PREMIÈRE PARTIE. — TROISIÈME ET DERXIER LITRE. 



Dans ce troisième livre, nous nous proposons d'appliquer les principes 
des deux livres précédents, et de démontrer que, relativement aux nom- 
bres premiers 6 de la forme ikts^n + i, les deux relations i + e + e*^o, 
I 4-1^8' sont itiipoâsibles pour 9 = 5, 9=7t 9^=11, f=i3, 9=1^, 
et f = 19. Trois exceptions nouvelles, seulement, devront être ajoutées 
au tableau, que nous avons donné dans le 3ecQlidUvi^y des facteurs 6 qui 
échappent à nôtre analyse* 

On ne doit pas oublier que n est un noirivre premier plus grand que a, 
et que e est une racine de ;r^^ i, autre que Tuiûlé. 



PREMIER PRINCIPE. 

Les relations i + e + e'^o, i + e^e' sont impossibles pour ç = 5, 

et pour 9 = 7. 

L'impossibilité des deux relations proposées résulte immédiatement des 
principes généraux. 

Ainsi, pour 9=5, Tabsurdilé est démontrée par le premier principe 
du livre second, dans les cas de 2= i et de 2=5; et par le deuxième, 
dans les cas de 2=2, 2 = 3, 2r=4. 

1. 



Pour ?=7, Tabsurdilë est élablie par le premier principe du même li- 
vre, dans les cas de z=i et de 2=7; par le second^ dans les cas de 
z=a, z=4, 2=6; et paf les troisième et quatrième, dans les cas de 
z=3 et de 3=5. 

Pour ces deux valeurs de 9 , il n'y a pas d'exception au delà 
de /?=3. 



DEUXIÈME PRINCIPE. 

Les relations i-J-e-f-e'^o, i+e^e' sont impossibles pour f = 1 1. 

m 

. Le premier principe du second livre met en évidence l'impossibilité des 
proposées dans le cas de z=ij et dans celui de z=ii. 

Le second principe la démontre pour 2= a, 2=6, z=fo. 

Enfîn, le troisième et le quatrième la rendent incontestable pour z=5j 
z=4? 2=5, 2=7, z=8, et z=9(*). 

La proposition n'admet, au delà de /i=3, qu'une seule exception, 
celle indiquée au tableau du second livre pour ?=ii, savoir 6=683 
dans le cas de /i=3i. 



TROISIÈME PRINCIPE. 

Les deux relations i+e + e'^o, i +%^t' sont impossibles pour f = i3. 

L'impossibilité résulte des deux premiers principes du second livre , 
pour les valeurs z=i, 2=2, 2 = 7, z=ia, et 2=i3. 

(*) Voyez la première note, page 16 
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Elle résulte des troisième et quatrième principes, pour 2 = 3, z=5, 
jS=:6, z=8, -3=9, et 3=IÎ (*). 

Il resCè donc à examiner l'impossibilité des deux relations pour Tune 
des deux valeurs z=4f z=io; car ces deux cas se réduisent à un seul, 
d'après le deuxième principe du premier livre. 

Commençons par démontrer l'impossibilité de i + e + e^^o. 

En carrant i-4-c*^ — e, on trouve la relation i + ac^ + c^^e*. Mais, 
si l'on donne à la proposée la forme e'® -4- c"^ — e, et que l'on carre, 
on trouve e^ + ae* + e^^e*: on a donc i 4- ae^ -4- e*î=e' + ae* + e^ ou 
I + ae^^e^ + e^ 4- e^, d'où l'on déduit successivement i + ac* -4- «"^e', 
ae^^fi' + e^, et 3^o. 

Reste le seul cas de i + e^e^. 

Formons la septième puissance de cette relation, et réduisons: nous trou- 
vons e" + e* -H e* 4- I -»- e^ + e* 4- e^o (**), et, par suite, 3e* 4- ac"^o, 
à cause de e* 4- e^^e". Le dernier résultat obtenu conduit à la condi- 
tion numérique 3'^^ — a'^ ou i6oa5i5^o. Or ce nombre, qui est 
égala 5.79.4057, nesaurait être un multiple de a^fn4-r, pour f=i3, 
n étant plus grand que 3, si ce n'est dans le cas de 4o57, pour n= i3. 
On a en effet 79=a.3.i3 4- i , et 4o57 = a-a.a.3.i3. i3 4- 1. Pour 
faire disparaître cette exception, cherchons d'autres conditions numé- 
riques. , 

I® Formons les diverses puissances de 3e*4-ae"^o ou plutôt de 
Se ^ — a ; et cherchons, dans les relations nouvelles, celles qui contien- 
nent les exposants de e considérés dans l'une des trois formes 1 +t^à, 
e" 4- I ^e^, e^ 4- e"^ 1, de la proposée. Nous aurons ainsi les éléments 
d'une élimination facile. Yoîci ces relations : 

3e^^ — a ou ae^^ — 3; 9«^°^4 ou 4e^^9; aje^^ — 8 ou 8c"^ — a7; 
816^^16 ou 166^^81; a436'^^ — 3a ou 3a6^ — a43. 

Prenons 4«^^9 «t a43c"^ — 3a pour éliminer avec e"4-i^e^ 
nous trouverons i343^o. Or ce dernier nombre, qui est égal à 17-791 

O ^oyez la seconde note, page i8. 

(**) Voyez, pour ce développement, la noie troisième, page ai. 
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ne saurait être un multiple de a/f/z + i pour f = i3, si on &uppoS€ n 
plus grand que 3. 

a^ Voici encore une élimination assez rapide : # 

Les deux relations 3e^ + ae'^ ^o, i+e^t^ conduisent à 
!2e^^ + 3e^ — 3, d'oj] Ton déduit , en carrant deux foift de suite, 
4e" H-gc*^ — 3^ i6e^ + 8ie*^ — 63. Mais, 3*^ + le^^o pouvanlétre 
mis sous la forme 3ft^ + sie^^0 9 il devient facile d'éliminer, et Fon 
trouve 68335^0. Or ce dernier nombre est égal à 5.79.173, et 

173 = 2. ^-43+ 1. 

Les deux résultats que nous venons d'obtenir, conduisent donc, comme 
celui qui avait précédé, à la même condition numérique 79^0, et ser- 
vent à écarter l'exception du facteur 4057. En conséquence il n'y aurait 
d'objection nouvelle à l'impossibilité de 1 +e^e^ que pour le seul fac- 
teur 79^ dans les cas de /2= r etde /i = 3. 

On voit^ en définitive, que, pour ce troisième principe, il n'y a aucune 
exception à ajouter à celles qui ont été indiquées^ au tableau du second 
livre, pour 9= i3. 



QUATRIÈME PRINCIPE. 

Les relations i + ^ + e'^ o, i -h e ^ e', sont impossibles pour 9=17. 



Les quatre principes du second livre démontrent l'impossibilité des 
deu\ relations, le premier pour 2= i et 2=17; le second pour z=2, 
z = 9, zz=. 16; le troisième et le quatrième pour 2=3, 2 = 6, 2=8, 

Sz=:lO, 2=:ia, et 2=15. 

En conséquence les seuls cas restant à examiner, dans les deux rela- 
tions, sont ceux de 2 = 4> r = 5, 2=7, 5=11, 2=i3, 2=t4* 

L'examen de ces valeurs dans la première relation, se réduit à un 
seul cas, eu égard au troisième principe du premier livre. 

Quant à leur examen dans la seconde relation, on peut choisir ou d'es- 



sayer, en raison du deuxième principe du premier livre, Tiinedes valeurs 
de chacua des trots groupes binaires 49^4! ^j^^j 7»' < ? ^^ ^^^i^ d'es- 
sayer, conrorniément au quatrième principe du même livre^ une seule de 
ces six valeurs dans les trois relations 

1 +t — e'^o, I — e + e'^o, — i-4-e + e'^o. 

Nous ferons usage du premier mode d'examen (*}. 

Commençons par démontrer rimpossibiltté de la relation i + c + e'^o 

pour s = 4« 

On trouve, en multipliant i 4- e + e^^o par i + s^ + e^ + c'° -4- e**, 
puis ajoutant de part et d'autre e* + e" -4- e*' , et réduisant : 
c* ^ e* -+- c" -i- 6*^. Ce résultat devient successivement s^-f-e ^ e*, 
1 +c"^e\ et enfin i + e^z^, ^i on pose e^'^s' d'où e^e"*, c^^c'*. 
Or l'absurdité de i -i-e^e* est démontrée pour z = 6. 

Occupons-nous maintenant de Fimpossibilité de la relation i + e^s 
pour z=4, 5 = 5, et 2=7. 

Prenrièrc hjrfH)îhèse z=.i^^ 

Si on développe la cinquième puissance de 1 +g^B*, et qu'on ré- 
duise, on trouve 3e*'*-4-€*^ — ae (**). Cette relation rentre dans k 
forme générale at 4- ùt^'^^ce^, mais la méthode conduit à des nom- 
bres considérables qu'il importe d'éviter. Or, à cause de e*^c* -+- e*, la 
relation 3e*^ 4- e*^ — ae* devient 3e*^ 4- 3s* 4- ae^^o, et peut prendre 
l'une des formes 3e^ 4- ae?^ — 3, 3e*^ 4- ^^ — 3e*. Ces derniers résul- 
tats peuvent servir à l'éliminatioa de e, avec ge'4- 6*^4^'^ — 6 obtenu 
par l'élévation de 3e'^ 4-6*^— at* lu carré. Faisant d'abord dispa- 
raître «*^, oti a 274^4- i5e ^ — a6; puis éUminant successivement 

Q fi 

avec 3e 4- ae^ ^ — 3, les deux puissances e et e*, on trouve les dem. 
résultats 176®^ — 11, 5u*^ — 29, qui, multipliés measbre à mem- 
bre, donnent 548^0. Or 548 = a.a.i37, et i37 = a,a.a.i7 4- i-: 
il n'y a donc pas d'exception pour n plus grand que a. 



(*) Voyez la note quatrième, page ai, surTempIoi du second mode d'examen. 
(**) Voyez, pour le développement, la note cinquième, à la page 22. 
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Deuxième hypothèse 2 = 5. 

Si on cube la relation i + e^e*, on trouve i 4- 3e^ -4- e^^ê**; mais 
de I + e ^ e^ on tire e*^ + e** ^ e^ : donc , en ajoutant , on aura 
I + 3c^ + e*^ ^ o, et , par suite , 3e* + e*^ o , d'où Ton conclura 

Pour éviter d'avoir à considérer la dix-septième puissance de 3, on 
déduit, de 3e 4-e*^o, la relation 3e* ^ — i, doù ge^^i; et , après 
avoir mis i + e^e^ sous la forme e'* + i^e^ on obtient, par Féli- 
roination de e^: 9e' ^ — 8 ou 9^ — 8e, ce qui donne enfin 64e*^8i. 
Celte dernière relation, combinée avec 3e' ^ — i, conduite 307^0 
ou a.3.3. 17 -f- I ^o. 

On peut obtenir la même condition numérique, comme il suit. Les 
formes de la proposée étant i -f- e^e , e" -h e' ^ i, e' -h i ^ e*, il 
s'agit de déduire de 3e* ^ — i les deux puissances de e nécessaires à 
l'élimination. Or la série est : 

3e'^ — I ou e*^^ — 3; ge*^ i ou e^'^p; aye*^ — i ou e"^ — 27; 
8ie* = I ou ê» = 81 ; a43e*^=— i ou e^ = — a43 j 7498"= i ou <^ = 729. 

On obtient donc facilement, en combinant les trois relations e" + &''^i, 
8''==9,7a9e'*^ I, la condition 5833^ o ou 19.807^ o : ainsi il n'y a pas 
d'exception au-delà de n = 3. 

Troisième hypothèse 2 = 7. 

Si on forme la cinquième puissance de i + e ^ e^ , et qu'on 
réduise , on trouve 3e^ + e* + 2 ^ o (*) ou 3e^ 4- s" ^ — ae*. Or , 
en carrant i — e' ^ — e ^ on trouve i + e'* — ae^ ^ e* : donc 
3e^ + c'**^ — a — ac'^+4fi^ ou e' — e"^ae**-ha, résultat que l'on 
peut mettre sous la forme ae" + ae'= i -e' (**)• 

Élevons au carré la première de ces deux dernières relations, nous 
trouvons z — 7e'*^4*"+6; c^» si on élimine alors e' et e^*, on ob- 

( ^ ) ^^7^9 pour ce développement, la note sixième, page a3. 
(**) On pourrait appliquer la méthode générale à ces deux relations, mais on 
serait conduit à de très-grands nombres. 
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lient 3e'® — iie'^Se" — 4* qui, à cause de 8e^® + 8c"^8, prend la 
forme i le'® — i le' ^ 4* On obtient alors très-simplement i le**^ — 1 3 
ou i3e'^ — II, et, par suite, i3e'**-f i3e'^ i!à d'où il est facile de 
déduire successivement i43e**^ ^ ga, i43e' ^ 4^ > ^^ * 6769 ^ o. Or 
16769, qui est égal à 4i -A^Qi ne saurait être un multiple de iiA(fn + i 
pour 9=17, si ce n'est pour = 409 dans les cas de /i = i , n ^ a, 
et de /i = 3, à cause de 4^9 = a . a . a . 3 . 17 -+- t. Si on com- 
parait i3e'® + i3e'^ la avec ne"— iie*^ ^4 ™is sous la forme 
33e'** — 33e' ^ la, on obtiendrait loe^^ a3 qui, combiné avec 

iie'^^ — i3, donnerait 409^0* 

Ainsi le quatrième principe ne peut comporter pour 6, n étant plus 
grand que 3, d autres exceptions que celles qui ont été indiquées au 
tableau du second livre pour 9= 17. 



CINQUIÈME PRINCIPE. 

Les relations i + ^ + e'^o, i+e^e' sont impossibles pour 9 = 19, 



L'impossibilité est démontrée par les quatre principes du second livre, 
savoir : 

Par le premier, 
pour 2=1 et zzrzig; 

Par le second , 
pour « = a, £zz:io, et 2=18; 

Par les deux derniers, 
pour J2 = 3, 2 = 7, « = 9, J!=ii, z=:i3 et z=ty. 

11 reste donc à démontrer l'impossibilité des deux relations dans les 
cas de 2 = 4» « = 5, 2 = 6, z=i4, jssrsiS, 2=16; et dans ceux 
de 2 = 8, z= la. 

Occupons-nous d'abord de l'impossibilité de la relation i -|- e + e' ^ o. 
D'après le troisième principe du premier livre, il suffira de considérer 
le cas de 2 = 4 pour les six premières valeurs de z/et celui de z = 8 
pour les deux autres. 
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Première hypothèse z= 4» 

Multipliez la relalîon i 4- £ ■+- s^^o par i -h e* -4- g' + g* 4- e'^ -4- e'^ 
ajoutez de part et d'autre t^ 4- e" , et réduisez , vous trouvei'ez 
e^£^-+-e'* ou 'i-+-g'^c*^; et, en posant e^^e, d'où e^c'", on 
aura i -h c' ^ e"^ relation qui rentre dans celles dont Fimpossibitité 
est démontrée. 

Deuxième hypothèse s = 8. 

Multiplions i 4-e4-e^^o par i 4- «^ -h e^ + e^ + c'^ + c'^ -h g*', ajou- 
tons g' de part et d'autre, et réduisons : nous trouvons ag*-*-g*"^g' 
ou 2£ + g^ ^g relation à laquelle peut s'appliquer la méthode des sé- 
ries. Pour les éviter, on a d'abord *x + g'^^g^; mais de i -4- g ^ — g 
on obtient i+g*^+2g^^g* qui, par l'élimination de C avec 
Il 4- e' ^ g" , donne g" — [\t ^ g*^ + i dont le carré est 
g +14^' ^g^^H-g. Ces deux dernières relations sont également abor- 
dables par les séries, mais on peut éliminer immédiatement g et g'^ , si 
on ajoute membre à membre a-4-e^^g avec g + i4c' ^^ +9- on 
trouve, en effet, 2g* ^1; et, comme on en déduit, en carrant, [\^ ^i, 
on peut éliminer g*^. On arrive ainsi à [\z^^y et enfin à 8^9 
ou 1^0, en multipliant membre à membre cette dernière condition 



avec 2g* ^ I. 



Occupons-nous maintenant de l'impossibilité de la relation i + g ^ g* 
pour les valeurs 2 = 4> ^=5, 2=6, 5=i4> z=i5, 2=16; z = 8, 
et 2=12. 

D'après le deuxième principe du premier livre, l'examen de ces di- 
verses hypothèses se réduit à celui des valeurs z = 4 ? 2 = 5, 
c. = 6, 2 == 8. 

Première hypothèse 2 = 4- 

Formons la sixième puissance de i + g ^ g^ : nous trouvons 
5g»^ ^., 5e^ + e^ + I ^ o (*). On déduit de cette dernière relation, 
5£"4.5g^ = — g* — g% 5g**+5g7 = — I— g— g% 5g"+5g' = -i— g^ 



(*) Voyez, pour le développement, la note septième, page 23. 
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ou e'*-f e'^ — 5 — 5c^*. Multipliant ce dernier résultat par 5, pour 
éliminer le premier membre^ on trouve aSe'* 4- a4 — e^^o. 

Pour éviter les nombres considérables auxquels on serait conduit 
en appliquant les métliodes à la relation que nous venons d'ob- 
tenir, reprenons 5e*° + 5e^ + e* -h i ^ o. On trouve successivement 
Ofi -h e ^ — 5e — e , aoe + e = a5e -|- e -H loe — lo, ' 
i5e^^a4e'^ — lo, et i5e^ ^ 24c^® — loe^ qui se prêterait à la mé- 
thode. 

Mais, sous la forme ioe^®+ i5e*'^24eS I^i même relation devient 
a5e" + iSe^ ^ a4e* à caase de e*^ ^ e^ -4- fi*°. On pourra donc combiner 
cette dernière rektion avec aS^*^ — e ^-*»a4 qui donne, au carré ^ 
6a5e» + £'^si6a6 ou 6a5 -h e = 6a6e'% et 6a4-4- fi^=6a6«'^ L'élimi- 
nation de e^ donne 14976 + iSe^^ 149996*^ Si maintenant nous éli- 
minons successivement £^ puis e'^, nous trouvons 9374396'^ ^ 936939, 
4687195*^^ 4687199, et a339849744 ^ o. Ce dernier nombre est égal 
à a. a.a.a. 761. 192169. Mais, pour éviter d'avoir à vérifier si 192169 
est un nombre premier ; cherchons une autre relation. 

De a5e^^ — t^^ — a4, on déduit successivement aoe*— i^ — ^4«*^ 
a56^ 4- a5e^ — I = — a4e*S 6a5e^ 4- 6a5e^ -^ a5 s -• a4e^ + 676 , 
649e -4- 6a5e^ ^ 601 , 649«^ -f- ôaSi^** ^ Goïe*. Maison a trouvé 
a5e'°4- i5e^^a4c*2 réliuiinalion de e^ donne;adoDc656u^— *a58'^^o; 
et, comme en carrant a5e^ — e^ ^ — a4 , on a déjà obtenu 
6a5e^-H£^^^6a6, onarriveaux résultats successifs i56a5e -4-a5e'®^i565o, 
aai86e^ ^ i565o ou ii093e^ ^ 78a5 , 1 logSe*** ^ ao53593 , et 
15946310576 ^ o. Or 15946310576^ a. a.a. a. 7. 761. 187093, et 
187093 est premier avec 192169. Ainsi il est dair qu'on ne saurait satis- 
faire aux deux conditions numériques précédentes, pour aucun facteur 
premier aAfn+ij si ce n'est pour le facteur fi:=^76i; et, cofQme 
761 = a.a«a«5.i9 4- i, cela ne serait possibjle pour n plus grand que a, 
que dans un seul cas, celui de /i = 5. 

Deuxième hypothèse ;s = 5* 

Développons la quatrième puissance de i+^^e^ ;nous trouvons 
successivement e* + 4^^ -»• 6£* + 3e + 1 ^ o , t^ -f» 3/ + 3*^ h- 1 as o , 
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3e" + e* -H I ^ o. Cette dernière relation est de la forme ae" + e"" ^ ^j 
et j si Foa forme la sërie des puissances impaires , à l'aide de /V- 
c/ielle de relation^ ge -h e ^ — 5, et i — 9, les seconds membres des 
puissances 

I, 3, 5, 7, 9 , II, i3, i5 , 17 , et 19 , 

seront 

—1,8, — 3i , 83, — 136, —67, 1559, —719a, 219^9, et— 44917. 

En conséquence il vient 3*^-4- 1^— 449*7 ^" 116^1161467-4-1^ — 449^7 
d'où il résulte Ti6a3o6385 ^ o. Ce dernier nombre est égal à 
5. 647 •359291 ; et, pour ne pas avoir à nous occuper du troisième fac- 
teur,nous chercherons une autre relation. 

De 36^4-c*^ — I élevé au cube, on déduit 278'^ 4- c^^ 8 ou 
a7-4-6"^8e\ 27 -H e*°^8 + 8e ou s" — 8e ^ — 19, et par con- 
séquent 192^ — 8e'^^ — I. Mais le carré de a7e'* -+-,c^ ^ 8 est 
7296^ + 6***^ 10: il reste donc à éliminer e" puis e^, ce qui donne 
585x8^^79, 585ie"^9i9, et 34i6i6oo^o. Ce dernier nombre est 
égal à a. 2. a. 2. a. a,3. 5. 5. II .647; et, comme 647 = a. 17.19-4-1, il 
est évident que, n ne pouvant être égal à r , la condition est absurde, 
excepté pour le seul facteur 647 dans le cas de /i=: 17 et de ^ = i. 

Troisième hypothèse 2 = 6. 

La relation i -4- e ^ e^ donne, au cubé, c^ -h 3e* 4- 3e -h 1 ^ e'*. On 
en déduit e* + 3e -4- 36* -h e ^ i, e* + 3e ^i — e, puis, en carrant, 

5e«5 + 4e*=_e"— 9. 

Cette relation peut donner une série, mais elle conduit rapidement à 
des nombres considérables. 11 faut donc trouver une seconde rela- 
tion qui puisse se combiner avec celle-là. Or, si on carre deux fois 
de suite e^ + e'^ ^ e'* , on trouve successivement e'* -h e ^ e" — 2 , 
e*7 4.e* = e^-*-2 — 4e". Mais on a e^ = e''-l-e'^ e'^+e'^ = e*: donc, 
en ajoutant membre à membre ces trois dernières relations, on obtien- 
dra e'^S2 — 4e", c'est-à-dire ae* — 4e'^si. 
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Ce résultat suffirait pour conduire au but, mais on évitera des nom- 
bres considérables, en le combinant avec 4^* -h 5c' ^ — e" — g. En 
effet rélimination de e* donne j3e'^s— e"— ii ou e'^ + iu^s— i3. 
En continuant le calcul d'élimination, on arrive successivement à 
46e* ^ — 5ï, 46«*^ ^ — 37, et, par suite, à aag = o, résultat absurde, 
dans rhypotbèse de 9=19, excepté pour 6 = 229 ^^^^ '^^ ^^ ^® 
/i=i, /i==2, /ï = 3, puisque aag, qui est premier, est égal à 
2.2.3.19+ I. Ce facteur fait déjà partie de ceux qui échappent à 
notre analyse, pour les mêmes valeurs de ç, de n et de X*. 

Quatrième et dernière hypothèse -2 = 8. 

Formons la cinquième puissance de i + e^e : nous trouvons, après 
avoir réduit, 3e^ + 26^^o O* Cette relation suffirait, puisqu'elle donne 
immédiatement la condition numérique 3'^^ — 2'^, et par conséquent 
1 162785755 ^o ou 232557i5i^o, après la suppression du facteur 5. 
Mais ce dernier nombre est égal à 4i9*555o29; et, pour éviter l'appré- 
ciation du second facteur, nous allons chercher à éliminer, avec l'une des 
trois formes de la proposée, 

en formant, à l'aide de 3e^+2e^^o, les puissances de e nécessaires à 
cette élimination. On a, pour ces puissances, 

ae* ^ — 3 ou 3c'^^ — 2; 4^^ ^ g ou ge*^^ 4; 
Se® =— 27 ou 278'^ = — 8; i6e^ = 8x ou 8ie" = i6; 
32€" = — 243 ou 243e« =— 32 ; 64e" = 729 ou 7296' = 64. 

On peut alors, pour éliminer, prendre les trois relations 

8ic" = i6, 64e" = 729, e" + «"=i, 

lesquelles conduisent facilement à 54889^ o. Or 54889 = i3i .419* 

On peut arriver plus promptement encore. Prenons, en effet, dans la 
série précédente, le terme i6e' ^ 8 1 pour éliminer avec i + e ^ e^ : nous 
trouvons 16 -h 168^81 ou 1 68 ^65, et i68*^658 résultat d'où l'on 
peut faire disparattre 8% à l'aide de 28*^ — 3 ou i6e"^ — 24- On 



(^} ^oyez, pour le développement, la note huitième, page 24. 
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obtient alors 65e^<— &4 qui, combiné avec lôe^ôS, donne 4609^0. 
Or 46o9 = €i.4<9: donc 4*9^ qui esit/i/VM»/âr et égal à a«]i«i9+ i, 
est le seul facteur 6 qui échappe à h déoiOQfiCraiion. 

Ainsi, en supposant n plus grand que 3, on iK>itquele cîoquième 
principe est le seul qui donne lieu à de nouvelles eiceplions; et les fiio- 
teurs 6 à ajouter au tableau du second livre sont 6 = 761 pour n=^5j 
A==4; 8=647 po"** *=*7» Ar=i; 6=4*19 pour n = ii, ^,= i, 
tous trois rdatils à ce dernier cas de ^ = 19. 



RÉSUMÉ DE LA PREMIÈRE PARTIE. 



Les principes du premier livre ont rendu praticable rexatnen des rela- 
tions i* -h c^-h «*^ o, B* + e^^ e*, en faisant dépendre la vérification de 
tous les cas qu'elles comprennent, de celle d'un petit nombre d'entre «ox 
auxquels se ramènent tous lesautresl Tels qu'ils sont, et sans qu'il soit né- 
cessaire d'attendre qu'on découvre dès-formules qui circonscrivent encore 
davantage le champ de la question, ils rendent le problème abordable, 
même pour les valeurs de 9 au delà de 19. Il n'y a rien du reste à ajouter 
à leur généralité qui en fait, par cela même, notre meilleure œuvre. 

Les principes du second livre démontrent^ pour certaines ^eurs de^, 
l'impossibilité des relations i+e + e'^o, i +e^e' auxquelles peu- 
vent toujours se ramener les formules générales e*+e^4-«'^o. 
e' + e-^^e*. Le premier la démontre pour 2=1 et -s -=9; le second 

pour 2= a, s = I , 2 = ç — i ; enfin les deux derniers pour les 

valeurs 

n w© 4- I ' mo +a © — I 9 + 3 

^=3, z='f — a, »= — î-s — ï g= ^» f zzss-^ , a=^^ • 

3 a a 

Là se sont arrêtés nos travaux dans cette voie^ mais la route est ou- 
verte; et ce serait un précieux labeur que celui qui étendrait la démons- 



tration à quelques-uns des systèmes suivants, quand ce ne serait qu'au 
premier de ceux-ci, savoir : 

. o TOO+i /7ÏÇ + 3 m(f — I '''Ç+4 

J3 = 4, ^ = 9 — 3, »=— 2^^ , 2.z=z-^ > z=:— ï^ % Z=-JL_!î. 

Enfin, en appliquant, dans ce troisième livre^ les principes des deux 
premiers, nous avons établi que les relations i + e -4- c'^o, i -h e ^ e' 
sont impossibles, relativement aux nombres premiers de la forme 
^k^n + I, quel que soit k, pour les valeurs 

/z étant un nombre premier quelconque plus grand que a. 

Si on prend n plus grand que 3, le nombre déjà fort restreint des fac- 
teurs 6 qui écbappent à notre analyse^ se réduit au tableau que nous 
avons donné dans le second livre, pourvu qu'on y adjoigne les trois 
exceptions que nous avons données pour le cas de f = 19. 

Avec les mêmes moyens et des artifices semblables, il suffirait sans 
doute de quelques efforts de plus pour pousser, au delà de f = ig, les 
principes de ce dernier livre; et ce serait peut-être ce qu'il y aurait de 
mieux à faire pour préparer la découverte de la solution générale. 

Notre seconde partie, qui comprendra quelques autres principes, éta- 
blira les progrès que nous avons fait faire à la question depuis Tétat ou 
Legendre l'avait laissée en iSaS. 



NOTES DU SIXIEME MEMOIRE. 



Premièhe note (*). L^impossibilité de la relation i 4- e + e'^^o, dans 
le cas de 9 =119 lorsque z a Tune des valeurs 3, 4^ ^9 7» 89 ^^ 9i P^^t 
se démontrer par un procédé particulier qui n'exige pas la connais- 
sance des {frincipes généraux que nous avons donnés. Exposons le 
pour 3 = 3. 

Si on multiplie 1 -h e 4- e^ ^ o par i + e^ + e* 4- e", et qu'on ajoute 
de part et d'autre e^, on obtient, après réduction, a8"^e^ d'où 
!2" ^ I résultat dont l'impossibilité s'établirait comme à la page 4 du 
second livre (**). 

Quant à l'absurdité de la relation i +e^6' pour les mêmes valeurs 
de z, nous la démontrerons seulement pour z = 3, 2 = 4} ^=5, les 
mêmes procédés réussissant pour les autres valeurs de z, et, d'ailleurs, 
le second principe du premier livre, facile à établir, nous dispensant de 
nous livrer à ce travail. 

(*) Cette note a été annoncée, à la page 4* 

(**) Pour appliquer le même procédé aux autres valeurs de 2, il faudra mul- 
tiplier 

i + e + e^^o par i-+-8* + e^ + e^ ; i^-e + e^^o par i+e^ + É^ + e^; 
i+e + e7^o par i +e^ + «*-+- e*^ ; i +e + fi*^o par i+e* + e' + e^; 
i+e + e^^o par i 4-e* + 8^ + 57 ; 

et réduire après avoir complété la série, ce qui conduira à a'' ^ i. 

Pour les trois autres valeurs de jz, savoir a, 6 et 10, on trouvera a ^ o, si on 
multiplie x4-e4-e^^o par i4-«* + e*; i4-c4-e*^o par i4-«^4-«^; 
i-*-e4-c^**^o par 8 4-ft*4-e7. 
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Première hypothèse 2=3. Si on forme la quatrième puissance de 
I 4- c^e^ et qu'on réduise, on trouve t^ -4- e' + c* + e" ^ o, résultat 
qui, à cause de e'** H- e" ^e*, devient c* -4- e* -h e' ^ o. 

■ 

Deuxième hypothèse z = i. Le cube de i+e^e^, donne, après 
réduction, e^ + e^ -*- i ^ o. 



Troisième hypothèse 2 = 5. En formant la huitième puissance de 
i4-e^e^, on trouve e* + e" -h e^ + e'-f-6 + e^ + e^ + c'^o. Ce ré- 
sultat se réduit d'abord à e* + e* -h e^ + e^ + e* ^ o , à cause des diver- 
ses relations e'+e^^e*, e"+e^e^, e^ + c^^e^; il devient défmiiivement 
e -+- e ^ O. 

Les résultats, qui se rapportent aux deux premières hypothèses, ren- 
trent dans la forme générale g'+e-^+e^^o dont l'impossibilité est 
acquise; pour le troisième 3e*-!-£^^o, il conduit à 3"^ — i ou 
177148^0. Or 177148, qui est égal a 11.2.67.661, ne saurait être un 
multiple de aA'f/i+i, pour ç=ii, qu'en supposant /{= i, /2=a, 
/ï=3 ou n=5. Pour le premier et le troisième cas, il y aurait deux 
facteurs 6=67, 0=66r qui resteraient exceptés; quant au second 
et au quatrième, l'absurdité ne serait contestable que pour un seul fac- 
teur 6=661. On a, en effet, 67=2.3. 1 1 + i,et 661=2. a.3.5. 1 1 + i. 

Mais on peut faire disparai Ire cettedernière exception. Dans ce but, met- 
tons 3e* 4- e^^o sous la forme e ^ — 3, et formons les puissances de 
cette expression , afin de trouver les éléments pour éliminer avec 
i-h8^e^ Ces puissances sont e^^ 9 ou 9e ^i;e^^-Tr27; t^6i...\ 
et les valeurs numériques de gs^et de e conduisent facilement à 737^0. 
Or 737 = 11.67: il n'y a donc pas d'exception pour n plus grand 
que 3. 

Nous mentionnerons, en terminant cette note, deux formules qui 
donnent tout réduit le résultat auquel conduit (1 + e)'"^e'"', toutes les 
fois que m satisfait à Tune des deux conditions mz z=z ^l + 1 , 
mz^=z<fl -^ m — I. Cette réduction offre cela de remarquable que les di- 
vers coefficients du résultat sont tous égaux à l'unité. 
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Ces formules, qui sont 

gm 4.e*+'"~"' ^g!»s+«-3 ^.. __!_,('» — »)« + « + 6^'"""'^* =o, 

donnent immédiatement, pourç= ii, les développemenis précédents 

(f 4-e)* = £'-*, (i +e)^=e^^ (i +c)*=e^*, la condition mz = (fl+i 
étant satisfaite par les deux premières relations, et la troisième satisfaisant 
ù lacondilion mz = (fl+ m — i. 

Ces expressions peuvent se vérifier à posteriori, soit généralement, soit 
en attribuant à /ti et à z des valeurs particulières. Mais on peut les dé- 
duire directement de i +e^e*, sans recourir au binôme de Newton. 

En effet, pour le premier cas i?iz ^ i, mettons i -4- e^e*ou 
I 4- e"'* ^ e* sous la forme i + £* (e^'""*''^ — i) ^ o, et divisons le facteur 
binôme par e"^ — i, avec le soin de multiplier son coefficient e* par c, 
puisque e^— i ^e : nous trouvons 

ou 

Pourledeuxièmecasm^^m— i,onpeutmeltre 1 4-e^e* sous la forme 
.«'«-' + e'"=r+'"-' ou e'+e'^se^+'-S et r+t'+'"''\t^"'-'^^"^'^—i'^o. 
Si alors on divise le facteur binôme par e*""" — i , et qu'on multiplie 
son coefficient par e"", à cause de e*""' — i se""', on trouvera 

OU en renversant l'ordre des termes dans le produit effectué, 

r 

Deuxième note (i). Les artifices particuliers peuvent dispenser des 
principes 3 et 4 d" second livre. 
' Ainsi rîmpossibilité de i +8 -♦- e* = o, pour Tune des valeurs 3, 5, 6, 



■ir» 



' *) Celte note a été annoncée, à la page 5. 
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8, 9» c^ ' 'î dans le cas de 9= i3, dépendant de celle de' i'4-«-f-£ ^o, 
peut se démontrer comme il suit : 

En cubant i-i-e^^ — e, on oblient c^ — 3e*^ — (e' + i) ou 
^9 — 3e* ^ g. Si on cube de nouveau, on arrive à t — a7e"^e +95 
d'où yc + a7e"^i, c'esl-à-dire 7e' + 27^6. Éliminant alors e* avec 
e^-hi^ — e'*, on trouve 20^64-76" on 20c ^ e* -4- 7. Eliminant de 
nouveau e% on obtient 20s ^6 — e" résultat quMl faut combiner avec 
20^7e" + e, pour faire disparaître successivement e" et c. Multipliant 
alors entre elles les deux relations 1398^22, 139e" ^394 auxquelles 
on est conduit, on a ïo653^o. Or io653, qui est égal à 3.53.67, "^ 
saurait être un multiple de 2/'<p/r4- i pour o=i3, qu'en posant 
n=i ou n = a et 6 = 53. Nous sommes arrivé à ce même fac- 
teur 53, par une voie bien différenle, à la page 12 du second livre. 

Quant à l'absurdité de i-i-£==£^ pour les mêmes valeurs de z, il 
suffit de la démontrer pour 2 = 3, 5-= 5, et z = 6. 

Première hjpoilièse z= 3. Nous avons deux moyens. 

Premier moyen. Formez la puissance cinquième de i + e ^ e , et ré- 
duisez : vous trouverez e^ + e* + e'*^o ou 1+ e^ H- 1^ ^ o (*). Ce der- 
nier résultat devient 1 + e' -h e'* ^ o, si on pose t^t d'où e^e'*. Si 
on posait tP ^t d'où e^e'*, on obtiendrait i + e' + /"^o. Or on 
démontrerait l'impossibilité de ces relations, comme à la page 5. 

Le même procédé roussit pour 1 +e^ c", p^fce que e"'^^8^. 

Deuxième moyen. En partant de i-f-e^c, on pose c^e'^ d^où 
6 ^e y ce qui donne i 4-e^^6 9 si on suppriine Taccent, ou i ^e^+e*\ 
Si alors on ajoute la série daos le premier oiembre, et qu'on réduise, on 
trouve 

(*) Voici le déyeloppetnent : 

e* + 5e^-4- 105^ + 96^ + 5e + 1=0, e' + 4e* -f- 66*+ 3e* + e' + c se, 
e» + 3e* + 3e7 + 8^ -h c = o , e"+ 26"^+ e? + 5' -f- e = o . 



ï + «'•*+ e7 + e^ -h e =0, 1 + « -f. e^ + e* + e* + c'**= o , 

1 + e + e^ -f. c« + e'^ = o , e^ + e* + e^* =- - 



o. 
3, 
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I + I + e 4- •« + e^ + e^ -1- e^ + e' + e® + e« -h e'° + ft" = o , 
ou 

(1+ • + «*)(i + ft^ + e' + e9) = o , 

résultat qui ne peut avoir lieu que si l'on a i + e]*4-e' + e^^o, 
puisque i + c+ e* ^ o est démontré absurde. Or i 4- e' 4- e' 4- e^ ^o 
revient ù (1 4- e*) (1 +c')^o, et est par conséquent impossible. 

Si on parlait de i -t-e^e", il faudrait poser e^e'^, et on arriverait 
au même résultat. 

Pour avoir la clef de ce calcul, il faut multiplier 1 + e + e^^o par 
I + e* 4- «' + £^, ce qui donne, après réduction, i ^e 4- e" relation 
qui peut être mise sous la forme e ^ i +£' ou e^e 4- 1. Or le pre- 
mîer résultat devient 1 + e'^e' , si on pose e^^e'; et le second de- 
vient I 4-e'^e'", si on fait c^^e'. 

Deuxième hypothèse 2 = 5. Si on cube i -4- e ^ e , on trouve 
e^4- ae* + 3fi4- I ^o, c^+ ae^-l- e^^o, e^ 4- e^ -t-e^^^^o, i4-e^4-e^^o 
qui devient i 4-e'4- e'"^o, si on pose e^^e', et i4-e' + e'^^o si 
on fait tP ^ fi', formes dont l'absurdité est acquise. 

Troisième hypothèse 2 = 6.Lecubede i 4-e^e donne i+c ^e - — 3e"; 
mais 3e' 4- 3e' ^ 3 : donc 4 + e^ ^ e^ 4- 3e' ou 4«* + e' ^ e*® + 3. 
Ainsi, en carrant, on «nura successivement ioe*°4-6 ^e'4-1, 
98e' + e^ ^ 6 4- I — ao ou 49«' ^ — ï o> P"îs 49*^ ^ — loe". 

Éliminant e" avec e^+e'^e", on trouve Sge^+ioe'^o. 

Eliminant e', on a 49*^96 ^100, et, par suite, 49'49-59^ — 1000 
ou r4a659^o. Or ce nombre est égal à 3.3.ii. 11 .i3i, et ne sau- 
rait être un multiple de nkf^n 4- i, pour ^ = i3 (/t ne pouvant être égal 
à 0, que si on suppose /2 = 5; encore pour cette valeur de /t, un seul 
facteur serait excepté, savoir 6=î3i. 

Par ces moyens et d'autres semblables, nous étions parvenu à démon- 
trer l'impossibilité des relations i4-e + e*^o, 14-e^e* pour ç= 1 1 
et pour ç=i3, avant d'avoir découvert les principes généraux exposés 
dans cet ouvrage. Nous avons tenu à conserver ces démonstrations, par 
le souvenir des efforts qu'ils nous ont coûtés, et pour ne rien perdre des 
procédés tant que le problème n'est pas résolu. 
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Troisième note (*). Voici le développement de la septième puissance 
de i+ese*, dans Thypolbèse de ç=i3. Les réductions s'opèrent 
d'unereiation àTautre^et s'appuient sur les diverses formes de i +e^ e*, 

e? ^ye* +ai8^ +35e^ + 35e^4. 2ie* + 7« 4- i =8' 
e'* + 6t^ +158* + ao87 .^ i5e« ^ ge^ + «* + i s o 



58" + I08" 



8« 

,1% 



4«« 

3e5 



ae 



s 



68 

38* 

.4 



«*»+ 8 



8 



108'^ 

4 -^ 

I + 
I + 
I + 



58» 
8» + 
8» + 

8»-4- 
8Î>-^ 



+ 8* + 



8* + 



8* + 



O 

G 

G 
fG 
:0. 



Quatrième note (**). Le second mode d'examen conduit également 
au but, et donne lieu à des calculs assez heureux. Nous allons donner ces 
calculs. 

Il s'agit d'examiner, dans riiypothèsede 7=179 la possibilité des relations 



14-1 = 8*, 



8 I ^ 8* 



La première de ces relations n'est autre que celle dont nous nous 
sommes occupé, à la page 7. Restent donc seulement les deux autres re* 
lations qui correspondent^ la première, aux deux formes t 4-8^8^, 
I + e ^ 8*', la seconde, aux deux formes 1+8^8^, i -h 8^ a", déjà 
examinées les unes et les autres, aux pages 8 et 9 (***). 

I* Si on développe la cinquième puissance de 8 — i ^ e^, on trouve 

8* — 58* + 98^ — IO8* + 58 — I ^ G ; 



8*— 8* —387 + 6e®_4e5 + e*s 



6 



g; 



.8 



_ ft* _38*«+ 38» — 



— 8* — 38 



i3 






ce qui donne, comme à la page 8^ 3'^ ^ — i. Mais on évite facilement 
la considération de cette puissance. On a, en effet, successivement 



( * ) Cette note a été annoncée, à la page 5. 

(**) Cette note a été annoncée, à la page 7. 

(***) On passe, en effet, de 8 — i ^ 8* à 1 + %'^ 8'*^ en posant e* s 
et de 6 — I ^ — i 8* mb sous la forme i + 8^ ^ t'^, i x + 8' ^ 8'" , 
posant 8^ ^ €\ On déduirait aussi Êicilement des proposées , les formes 



en 



I +8=8% i + g = e\ 
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'i^^ — I ou t ^ — 3; et ga^i. Ainsi 9c — 9^9^^ déviefK&|i 
9«*^ — 8, et par conséquent 8 le' ^64 qiri, comparé à 81e* ^ — a43, 
conduira, à 307 ^ o. 

2** Si on Forme la sixième puissance de e — i ^ — e^ on peut réduire 
de manière à obtenir 3e' + e^^a(*). On en tire, en carrant, 
98*^ 4- e^ — a qui peut prendre les deux au tues formes 94-5*^ — ae, 
9^+8 ^ — 24*^ et qui^ combiné avec t' — i^e, donne ii+e^ — 9e. 
Celte dernière expression sert à éliminer c^ avec 9e-+-e'^ — ae*, et le 
résultat 80e — 11^ — 18e* sert, à son tour^ à éliminer e* avec 
9 + e^^ — oây ce qui- donne 173^ 44«- On trouve alors facilement 
a6i ^ — 3966*^ et 62577^^0. Or 62.577 ^ 3.3. 17.409, 

CirrQUiàM£ hôte {**). Le développement do la puissance cinquième de 
I + e^eS dans Thypothèse de 9=17, donne lieu au calcul suivant : 

e^ -h 5e* -+- loe^ + loe^ H- 5e + i ^e^f 

e^ + 5e* + 96^ 4. I08* -I- 5e +1^0; 

e4+ gS^ 3^7 ^ 6e^ + 4«^+e* = o; 

e*+ e*+ 3e'°+ Se» + e' =0; 

e*-f- e*+ 3e'' + e* ^o; 

c4 + ae*+ 3e'' =0. 

Le développement pourrait conduire à un autre résultat qui, réuni au 
précédent, résoudrait fort simplement la difficulté. On développerait alors 

( ^ ) Le développement esi d'abord 

e^ — 6e^H- i5c*— 206^ + i5e* — 6e4- i=e^ 

Si on opère alors les réductions , on trouve successivement pour les premiers 
membres des relations : 

_ tl^ -f-5e* _,re7 +ioe* — 5«^+eS- — e» — 5e" + 6e"_4e9 + e» 
_ «9 _a«"+ 3e^_ 3e^H- e" ; — tP — ae'* ^ ^^^^ ^ + e'* 
_ e»^— 2e"^+ c^— I -F- e' ; — e^ — 3e"+ e»^_ i +•* 

_3e"_ e^'— I + e"* ,^_3e"— e'*-h e"*— i + 1' 

_3e"— e"+ ae' ; et —3e* — e^ + 2 

Pourabréger, nous avons supprimé lesigpe^ et Te second membre qui est zéro 
dans tonCesces' relations. 

(**) Cette note a été annoncée, à la page 7. 
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de la manière suivante : ^ 

6^ -h 5e* + gt^ + loe'* -h 5« + i ^ o ; 
e' 4- 4f + 5e^ + 5e^ -+- i ^ o ; 

e" + 3c'° 4- 2£9 -4- 38^+1 =05 

e'4 + 28*^ -f. 3c^ + I =0; 

I + 8*^ + 38^-1- I . =0; 

8^^ + 38* +2 =0. 

Pour éliminer 8^- de ce dernier résultat , on déduft successivement 
de «*-♦- a«' + 38*^^0, en ayant égard à 8*^8* + 6^, les relations 
38* + 28^ 4- 38*^ = 0, ou 98* 4- 6e^ + 98'^ = o ; 98* 4- 98'^ = iC^ + 4 ; 
98*4-78*^^4- El, pour éliminer e^ , on obtient 98 4-7^4^*1 
188*4-14 = 88*, i4=88*4-9e*4-a7g'\ 17e* 4- 278'^= 14. Il ne reste 
plus qu'à éliminer entre celle-ci et 98*4- 78*^ ^4« On trouve 628* ^^9t 
628*^5,, et par conséquent 3699^0. Or 3699^ 3.3.3. 137 ce qui 
conduit à la même condition numérique 137 ^ o. 

Sixième note (*). Voici comment on peut faire le développement de la 
puissance cinquième de i+e^s?, dans l'hypctlièse de 9=17: 

8^ 4- 58* 4- I08^ 4- 108* 4- 58 + X ^ 8 ; 
e" + 4e'° + 68»+ 48^ 4. 8 4 I = 8 ; 

I 4-38'^ 4- 38'^4- 8^4- I =0; 

38^ 4- 8* 4- 2 ^O. 

Septième itote (**). Le développement de la puissance sixième de 
i 4- e ^ 8*, dans Thypothèse de 9 = 19, peut s'opérer ainsi : 

e^ + ^i^ 4- i58* 4- 208^ 4- i58* 4- 68 4- I = e^; 
e9 +4e* 4-118' 4- ^ê 4- 68^4-1 ^o; 

8" 4-38" 4- 88'^ 4- 89 4- 58^4-1 =0; 

e^ 4. 28'* 4- 8*' 4- 58^° + 58^ 4- I = o ; 



gi« I- c«7+ Sgio^ 5g5 ^ ^ _^,^ 



Sft^o^ggS ^ ja ^ , 



^O . 



( * ) Cette\iote a été annoncée, à la page 8. 
{**) Cette note a été annoncée, à la page 10. 
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HuiTiJcHE NOTE {*). On peut effecluer , comme il suit, dans riiypolhèse 
de 9= 19, le développement de la puissance cinquième de i + e ^ e^ • 

e^ + 5e* + loe^ + loe* 4- 5e + i ^ e* 

e^ + 5e* -4- loe^ + pe* + 5e +1^0 

8" + 4e"+ ôe'^^- 3e» 4- e' + e=o 

X +3e**+ 3e'' + e' + e ^o 

X + 3a« 4. e« 4. t =^ 

3e^ +2e* =0. 



{*) Cette note a été annoncée, à la page i3. 
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PROCÉDÉS NOUVEAUX 



POUB DEMONTREB QUB 



Le nombre 2 147 483 647 est premier. 



Nous nous sommes proposé de rechercher, après Euler (car Legendre 
n'a pas abordé le calcul, et s^est borné à faire connaître les travaux de son 
illustre devancier), si le nombre 2 ' — i ou ai47483647 est. premier (*). 
Ce n'est pas qu^il nous parût d'un grand intérêt de confirmer un résultat 
annoncé par une aussi grande autorité, après l'assertion de Fermât; mais 
ces recherches conduisent quelquefois à des procédés qui peuvent ensuite 
s'appliquer utilement, surtout à de moindres nombres. La science gagne 
toujours quelque chose, inéme au défrichement de ses parties les plus 
arides. Telle est la pensée qui nous a soutenu dans ce labeur, essayé à 
plusieurs reprises, sans que les moyens particuliers auxquels nous avons 
en recours nous aient encore donné une bien complète satisfaction. 

Dans cette recherche, L^endre (Tfiéorie des Nombres , page 197, se- 
conde édition) nous conduit, comme résultat des méthodes qu'ail expose 
d'après Euler> et nous laisse à ce point , que, si le nombre a'* — 1 que 
nous désignerons par N, n*est pas premier^ ses facteurs simples ne peu- 



(*) -Game, qm s'est occupé toute sa vie de ces ihëories dëlicates, n^a point, à 
notre connaissance, appliqué ses méthodes à la vérificatâan de ee *wM**ttr^ m^mSer* 



I. 



vent être que de l'une des deux formes a48x+i, ^48x4-63. Celle 
double forme provient de la forme 6a x + i propre aux diviseurs des 

3i 

nombres et des deux formes 8/1+1,8/1+7 appartenant aux di- 

viseurs des nombres /* — 2, car a N ou 12 — a est de la forme t — a. 

On pourrait ajouter que N ne peut avoir plus de deux facteurs^ et que 
ces deux facteurs, s'ils existent, sont l'un de la forme al^Sx+ 1, l'autre 
de la forme 248 x + 63. D'abord les formes assignées aux facteurs pre-' 
miers de N dont la racine quatrième est inférieure à a 16, s'opposent à ce 
qu'il en ait quatre, puisque leurs moindres valeurs (63 excepté) sont su- 
périeures à cette racine; et l'on reconnaît bientôt, ensuite, que, pour une 
raison semblable, il ne saurait en avoir trois, sa racine cubique étant 
moindre que 1291. Car, si on développe les deux formules a48 or + î, 
a48.r + 63 jusqu'à cette limite, on trouve les nombres a49i 3ii, 497^ 
559, 745, 807, 993, io55, ia4i ; et l'on voit qu'en rejetant de ces neuf 
nombres ceux qui sont multiples de 3, de 5 ou de 7, ainsi que 669 qui 
est un multiple de i3, et ia4i qui est un multiple de 17 (^), il ne reste 
définitivement que le seul nombre 3ii à essayer comme diviseur. Or la 
division donne 690509a pour quotient, et 35 pour reste. 

Le nombre N a donc, au plus, deux facteurs, puisqu'il n'en a aucun au-^ 
dessous de sa racine cubique; et, comme il est égal à a48. 8669308 +63, 
ces deux facteui*s, s'ils existent, doivent être Fun de la forme a48:r+ i, 
l'autre de la forme a48.r-f- 63. 

Malgré ces observations, la question resterait la même, faute de savoir 
dans quelle forme devrait se trouver le plus petit des deux facteurs. On 
pourrait^ il est vrai, se livrer d'abord à cette recherche; mais le calcul 
nous a paru tout aussi long que celui que nous indiquerons pour ré- 
soudre la question elle-même. Ainsi il faudrait, en dehors de cette recher- 
che, comme Euler l'a fait, essayer tous les nombre premiers compris dans 
les formules mentionnées, entre a49 et 4634i nombre entier immédia- 
tement supérieur ù la racine carrée de N. 

Pour prendre une idée de l'importance du calcul, on observera que 

(*) 559 = 13.43; 1341 = 17.73. 
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463/|0 esl égal à a48. i86 plus a 12, de sorte qu'il y a au-dessous de la ra- 
cine carrée de N, 186 nombres de la forme 248 .r+ i ; et qu'il y en a 
187 de la seconde forme 248^ + 63, y compris 63. Il y aurait donc 378 
diviseurs à essayer, sauf à rejeter, parmi eux, ceux qui ne sont pas pre-* 
miers^ ce qui a Tinconvénient d'exiger une table. On pourrait, toutefois, à 
défaut de table, retirer de la liste de ces diviseurs tous les multiples de 3 
ou de 5, ce qui réduirait le nombre des essais à 198 (^). Si, de plus, on 
supprimait les multiples de 7, et ceux des nombres restants qui ne sont 
pas premiers f au moins jusqu'à la limite de notre petite table (*^),on n'au- 
rait plus qu'à refaire, à très-peu près, le calcul d'Euler. Seulement, même 
pour l'opérateur, le nombre et la longueur des divisions à effectuer, grâce ' 
à la grandeur du dividende N, pourraient bien laisser planer quelques 
nuages sur la certitude du résultat. On jugera si nous avons remédié, en 
partie du moins, à ces graves inconvénients. 

Considérons les formes les plus simples des facteurs/;/i^/72/m de 2^' — i ; 
et posons, s'il est possible, 

N = (62x+i)(62y+ i), 

nous trouverons, en effectuant la multiplication, 

N= 3844 xx' -». 62 {x + x')+i. 

D'un autre côté, N=»3844- 558^58 -f- 62.37 4- j, expression qui re- 
vient à 

N = 3844 (558658 — ^) + 62 (62A + 37) + i. 

En comparant les deux valeurs de N que nous venons d'obtenir, on 
formera les deux relations 

(1) xx' = 558658 — /^ ; (2) x + af = 6ah + 3T. 

Si .maintenant on désigne par / Tune quelconque des deux incon* ^ 
ï\uesXfX\ on trouvera sans difficulté 



(3) 2/ = 62A + 37 ± V 3844 à"" + 4592 h — 2233263. 



(^) Voir la note première, page i4- 

(**) Notre petite table va jusqu'à 10 000. Nous la proposons, parce que chacun 
peut en vérifier l'exactitude en quelques heures. 
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Daos celte dernière expretsîoD^ le sigse moins se rapporte à la pk» 
petite des deux racines, et la valcuir de celte racine, du moment qu'elle 
est réelle, diminue à mesure que h augmente, puisque le produit xaf 
diminue, et que la valeur de l'autre racine ne cesse d'augmenter. Ainsi il 
y a une valeur minimum de h qui sépane la suite des valeurs décrois- 
santes de la plus petite des indéterminées, et celle des valeurs crois* 
santés de la plus grande. Cette valeur minimum de A est comprise entre 
a3 et a4. 

Les trois relations (i), (a), (3), qui doivent éire vérifiées par des nom- 
bres entiers, si l'hypothèse est vraie, imposent aux variables Xj .1/, et A, 
des formes particulières intéressantes à étudier. Nous nous occuperons 
ici des formes de fu 

Les deux premières relations nous montrent d'abord que h est nn 
nombre pair. 

Si maintenant, dans l'expression de /; nous considérons, pour le mo- 
dule 9, le résidu h -^-ih — 3 de la quantité sous le signe, et qu'on ob- 
serve que, pour être un carré, cette quantité ne peut être un multiple 
de 3 qu'à la condition d'être un multiple de g, on en conclura que les 
seules formes admissibles pour h qui est pair, sont 

i8A' + a, i8A'+6, i8A' + 8, 18A' + 10, i8A'+i4. 

Cela posé, considérons, de nouveau, les deux premières relations 
(i) et (a); et cherchons les formes de h relatives au modale 3. Pour ce 
module les relations donnent 

conditions qui deviennent, pour A=3A^+ a, 

xjf ^ a , X + x' ^% 

et auxquelles on ne peut satisfaire. £n effet, les seuLes hypothèses, qui 
conviennent à la première, sont 

or^i, a/^a ou jr^a, xf^i^ 
ce qui donne Jc-|-a:'^o,4e sorte que la seconde condition ne ae trouva 
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point vérifiée. Ainsi h ne sauraîl aYon* la forme 'M + %. Les fomMapré- 

cédemment trouvées se réduisent donc, par cela même, à deux seule- 

ment : 

i8A' + 6^ i8A'+io. 

Il est à remarquer que toutes deux donnent dea woltiples de 9 pour la 
quantité sous le signe. 

Les deux mêmes relations (i) et (ti) Font encore voir que la forme de h^ 
relative au module 5, ne peut être aucune des trois 

5A', 5A' 4- 1 , 5A' + a. 

On a en efTet, pour ce module, 

xar'^3 — A, X -4- a! ^ih + a, 

relations qui deviennent 

xx'^if x+x^^a) pour A=:5A'; 
xxf^^9 x+x^^^y pour A=5^'+ f; 
xx'^ I , X + x'^ I , pour 4=: 5A' -4- a. 

Ces divers résultats sont impossibles à vérifier, quelque v;iîeur qoe Fon 
veuille attribuer aux indéterminées x^ x\ 

< 

Les seules formes admissibles pour h , relativement au même module. 
Mot donc 

ou I parce que h est pair, 

ioA' + 4, ioA'4-8. 

En développant les deux espèces de formes imposées à A, pour les deux 
modules 18 et 10, on prendra les termes communs aux deux dévelop^ 
pements, et il n'y aura dTiypolhèse à faire pour h que celle des va- 
leurs exprimées par ces termes. Elles sont comprises dans les quatre for- 
mules 

9o/-h24y 2^9 64» 7^* 

n ne reste qu'à substituer ces valeurs à /<, sous le radical, et à chercher, 
en faisant varier /, s*il se trouve un carré parmi les nombres obtenus. La 
quantité sous le signe, débarrassée du facteur commua 9» prend, après 
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la substitution, à cause des quatre formes de hy les quatre Formes que 
voici : 

3459600/* -h 1891040/ -I- loiai; 
3459600/* + 2198560/ -4- loiooi ; 
3459600/* "♦- 4966240/ 4- 1 53396 1 ; 

3459600/ -h 604^560/ -4- 239020f. 

I^es nombres à obtenir se formeront les uns des autres, à partir de 
1=0, à Taide des difTérences. 
La difrérence première est 

6919200/4-5350640, 5658i6o, 8425840, 9502160. 

La différence seconde est 6919200. 

Voici le tableau des valeurs que Fon trouve en développant ces for- 
mules depuis /=o jusqu'à 1=6 y c'est-à-dire depuis A ^24 y 28, 64, 78, 
jusqu'à h = 564 y 568 , 6o4 ,618: 

h= U 10121, h= 28 lOiOOl, h= 64 1533961, h= 78 2390201; 

A=114 5360761,^ = 118 5759161, A = 154 9959801, A = 168 11892361; 

A = 204 1 7630601 , A = 208 1 8336521 , A = 244 25304841 , A = 258 2831 3721 ; 

A = 294 36819641, A =298 37833081, A = 334 47569081, A = 348 51654281; 

A = 384 6292788 1 , A = 388 6424884 1 , A = 424 76752521 , A = 438 81914M1 ; 

A = 474 95955321, A = 478 97583801, A = 514 112855161, A = 528 119093001; 

A = 564 135901961, A = 568 137837961, A = 604 155877001, A = 6f8 163191161. 

Si Ton s'assure qu'aucun des nombres, compris au tableau précé* 
dent(*), n'est un carré (**), on sera certain que, jusqu'à A = 6i8, il 
^l'existé aucune valeur de t propre k donner un diviseur de N.^ 

La valeur de ty qui correspond à A = 6 18, étant moindre que 16, et 
continuant à diminuer en même temps que /i augmente, il en résulte 



(*) Ces nombres ont une vérification importante. Comme ils se déduisent les 
uns des autres, dans chaque colonne, on pourra vérifier leur exactitude en calcu* 
lant directement le dernier de chacune d'elles, à Taide de la quantité sous le signe^ 
dans Texpression de t, 

(**) Voir la note seconde, page i5. 
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que, si N n^est pas premier^ le plus petit de ses diviseurs 620:+ i est 
compris de x= 1 5 à X = 1 • 

Ces nombres, que voici : 

63, ia5, 187, a49, 3ii, 378, 435, 49?f SSy, 6ai, 683, 745, 

807, 869, 931, 

ne contiennent que trois Tpcleurs /7r^/n/V?r^, savoir : 3ii, 373, 683. 

Onà, eneflet, 187= 1 1 .17; 559= i?. 43; 869= 11.79; et tous les 
autres nombres sont des mulliples de 3, de 5 ou de 7. Ainsi, on aurait 
à diviser N par ces trois fadeurs {*). 

Mais, si on déduit des relations (1) et (2), par Télimination de Tune 
des deux indéterminées Xj x\ la valeur de //, on pourra remplacer les 
trois divisions a Faire, par trois autres moins laborieuses, en posant, dans 

celte dernière expression 

, 558658-/(37 — 
bit -h i 

les trois valeurs de t qui correspondent aux facteurs dont il s*agit, savoir : 
/=5, /=6, t= ï I. 

Ces substitutions donnent pour h les trois valeurs 

558498 ^ A58i72 55837a 

3ii ' 373 ' 683 

dont aucune n'est un nombre entier (**). 

On achève ainsi de démontrer que N est premier^ sans avoir eu besoin 
de faire aucun division sur ce nombre. 

Celte dernière formule A=-^ yr^ ZiZJ peut dispenser de 

pousser, aussi loin que nous l'avons fait, le calcul des quantités sous le 
signe dans la valeur de t. Nous allons exposer le parti que l'on peiU en 



(•) Il est clair qu'il sufBrait de diviser N par 3ii (division déjà faîte, page 4), 
si on observe que 3jZ et 683 ne sont ni de la forme 8/1 + 1 , ni de la forme 8/1 + ^. 
Mais nous avons voulu procéder sans recourir a ce principe. 

(**) On trouve, en effet, 558498=311.1795+253; 558472=373.1497+91; 
558 372=683.817 + 361. 
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cirer, car c'est une seconde inélhode qui abrège la première , et suffit 
même seule pour conduire au bur. 

On voit que la formule commence par donner de grandes valeurs de 
h^ pour les premières valeurs i, a^ 3 ... de l'indéterminée /, et que ces 
valeurs diminuent, en même temps que l'indéterminée t s'accroit. On a 
remarqué que, dans l'expression irrationnelle de t^ la plus petite des 
deux indérerminées diminue à mesure que h augmente; ici c'est la valeur 
de A qui diminue par reffet des premiers accroissements de t. Ces variations 
sont d'abord très-rapides; mais bientôt h diminue d'une manière moins 
sensible; et, plus tard, après être demeuré presque stationnaire dans 
le voisinage de h:=iit\^ il cesse de diminuer pour croître indéfiniment. 
Cela tient à ce que le dividende, qui diminuait d abord, cesse bientôt de 
décroître pour augmenter, et finit par croître dans un rapport plus grand 
que le diviseur, l^ous retrouvons ici la valeur minimum de^ quisépareles 
deux suites des diviseurs conjugués de N, celle des diviseurs moindres que 
I/]N, et celle des diviseurs plus grands que cette racine. 

Dans l'application de la formule, on pourrait n'essayer que les valeurs 
de / qui donnent pour 62 ^ + i, des nombres premiers^ et notre petite 
table ferait connaître ceux-ci jusqu'à /= 16/4. Mais, si l'on veut éviter 
l'usage d'une table, on pourra toujours supprimer les valeurs de / qui 
produisent des multiples de 3 ou de 5, ce qui revient à ne conserver pour 
/ que les valeurs parliculières comprises dans les formes : 

i5 / -^ o, 3, 5, 6, 8, 9, II, i4 (*)• 
Maintenant, si on veut profiter de ce que les diviseurs de N doivent 
être de l'une des formes 8/î H- i, 8/2 + 7, il suffira de rejeter de la suite 
précédente les valeurs de t qui ne ^nt d'aucune des deux formes 4^, 
46 + I, ce qui la réduit à 

60^' + 0, 5, 8,9, ao, 21, a4» î*9» 33, 36, 4ti 44» 45, 48, 53, 56(**). 



(*) On pourrait encore exclure les formes 7a -H i qui donnent des multiples 
de 7, et les formes iia + 3 qui donnent des multiples de 11. Mais les exclusions 
nouvelles seraient en petit nombre, et les formules perdraient de leur simplicité, 

(**) Jusqu'à f =: 60, dans cette liste , on peut supprimer les termes 8, 29, et 36, 
qui donneraient pour &it + 1 des multiples de 7. . 
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On pourra donc reconnaître, par un petit nombre de divisions, que, jus- 
qu'à /=6oy il n'existe aucun diviseur de N, de sorte que si on voulait, 
pour terminer, employer la méthode des carrés précédemment exposéci 
il suffirait de pousser le calcul jusqu'à h= i5^ {*) exclusivement, c'est- 
à-dire qu'il y aurait seulement six valeurs à construire, sous le signe, dans 
l'expression de /, avec la condition de vérifier qu'il ne se trotive aucun 
carré parmi ces nombres (**). 

Mais les formes, assignées aux valeurs de h, peuvent servir à abréger 
encore le calcul. En effet, la substitution des valeurs 90/+ a4y ^8, 64, 
78, dans l'expression de A, donnera les quatre formules suivantes 

558634 — /ÇiSaS — O ^ 558 63o ^/(i773 — Q 

558o / -h 90 558o / + 90 ' 

558 594— /(4oo5—0 ' 558 580-/(4873 —Q 
5580 / 4- 90 ' 558o / H- 90 

Dans ces quatre valeurs, pour t= 80, / est moindre que i . Mais, puis- 
que t ne saurait atteindre 748, attendu que, si N n'est pas premier^ son 
plus petit facteur simple 62/ + i ne peut se trouver au delà de la racine 
de N, et / par conséquent, au delà de 4634 1 ; puisque, en deçà de cette 
limite de 748,1e dividende diminue (***) sans devenir nul (****), tandis que 
le diviseur augmente; il faut en conclure que l'iiypolbèse de/=one 
peut avoir lieu, et, en même temps, qu'il n'y a aucun essai à faire au 
delà de / = 80. 



(*) Pour A= i54, t est moindre que 60. 
(**) Il suffirait de former les six nombres 

10121, loiooi, 1533961, 2390201, 5360761, 5759161. 
Aucun de ces nombres n'est mi carré. (Voir la noie seconde, page i5.) 

(***) Le dividende diminue, puisque les produits de la forme t (a t) augmen- 

tent jusqu'à r = - , et que 748 est inférieur à cette limite dans les quatre for- 
mules. 

(****) Pour s'assurer que le dividende ne devient pas nul, bien qu'il change de 
signe, il suffit de l'égaler à zéro et de résoudre l'équation. Cela revient du reste 
à vérifier qu'aucun des quatre nombres correspondant à /r=o n'est un carré. 
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Si l'on fait ^=60, Je quotient est compris enlre a et 1 pour les deux pre- 
mières valeurs de A il est moindre que 1 pour les deux autres, de sorte qu'à 
employer la méthode des carrés, il y aurait seulement à vérifier les deux 
nombres qui correspondent à A =: 1 14, et à /^ = 1 18 (*). Mais, si on veut 
se passer de la méthode des carrés, il s'agira de restreindre le nombre des 
essais de /^=6o à /= 80 (**). Or, si on pose t = ']o dans les deux pre- 
mières formules, on trouve que le quotient est encore compris enlre 2 et x. 
Ainsi, les essais devraient se faire, dans les deux premières valeurs de /, 
de /= 70 à i= 80, parce que cet intervalle peut comprendre /= i . Mais, 
entre ces deux limites, il ne se trouve, dans la suite que nous avons donnée, 
aucune valeur* de /. On voit donc que l'hypothèse de /= i, est inadmis- 
sible aussi bien que celle de / = o. On pourrait encore simplifier les divers 
essais de / = o à / = 6o exclusivement, mais ces essais ne comprennent 
en définitive que douze opérations faciles à effectuer, à l'aide de la for- 

, , 558(558 — / (37 — /) , ^ 1, , ' i .• . vu 

mule // = 7: ^— ^ '7 et les résultats s obtiennent d ailleurs 

avec une rapidité suffisante {***)• Nous supprimons, bien entendu, les 
trois termes 8, 29 et 36. 

Dans l'application que nous venons de faire de quelques principes 
nouveaux à la vérification du nombre premier N, le plus grand qui ait 
encore été vérifié, nous avons cherché à donner une idée des procédés 
qui peuvent être employés là où manquent les tables (****), et où viennent 
échouer^ par la longueur des calculs, toutes les méthodes proposées jus- 
qu'ici. Nos procédés, qui sont purement arithmétiques, exigent seule- 



(*) Ces deux nombres sont 536oj6i , 5y5gi6iy dont aucun n'est can'é. (Voir 
la note seconde, page i5.) 

(**) Les seules valeurs de ^ à essayer seraient 65 et 68, parce que 69 donne 
un multiple de 1 1 pour 62^ + i . 

(***) Voir la note troisième, page 16. 

(****) Les tables les plus étendues vont jusqu'à 4 000 000. Nous reconnaissons 
leur utilité ; mais elles ont un inconvénient gi^avc, c*est de laisser le plus souvent 
Topérateur dans Tincertitude, par l'impossibilité où il est de vérifier rapidement 
d'aussi grands travaux. 
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ment qu*on soit parvenu à assigner une première forme aux diviseuis 
des nombres que Ton considère. Leur mérite est non-seulement de dimi- 
nuer le nombre des essais , mais encore de remplacer les grands nom- 
bres sur lesquels il faudrait opérer, par d'autres beaucoup moins consi- 
dérables. Du reste , nous nous proposons de revenir (*) sur cette belle 
question qui domine toute la théorie des nombres, ainsi que Font bien 
compris les grands géomètres qui n'ont pas dédaigné d'appliquer leur 
génie à cette partie difficile et ingrate de la science. 

(*) L'un de nos plus prochains mémoires sera un essai de méthode générale. 



NOTES DU SEPTIEME MEMOIRE. 



NOTE PREMIERE, 

Annoncée page S. 

Pour la première forme a48 x+ i, les multiples de 3 ou de 5 qu'il s'agit 
de retirer de la liste^ correspondent aux valeurs de x comprises dans les 
formules 

jusqu'à x=i86. On pourra donc faire varier a depuis zëro jusqu'à la; 
' mais, pour a=iay on ne devra prendre que les trois premiers termes 
i5a + ly 3, 4* On a en effet i8o = i5. l'j; et, comme on ne doit pas dé- 
passer ]86, le dernier terme sera i5. 12 + 4* Ainsi il y aura 87 multiples 
de 3 ou de 5 jusqu'à cette limite. 

Pour la seconde forme 248 a: + 63, les multiples sont donnes par les 
valeurs de x comprises dans les formules 

i5a-*-o,3,4> 6>9y ia,eti4ï 

depuis a=o jusqu'à a= 12» avec le soin de ne prendre, pour cette der- 
nière valeur de a, que les quatre premiers termes 

i5 a 4- o, 3, 4» et 6. 

11 y aura donc 88 multiples, et par conséquent, pour les deux formes, 
le nombre des multiples de 3 ou de 5 sera 175. 
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NOTE SECONDE, 



AwMMicée page 8. 



Ce tableau contient a8 nombres dont aucun n'est an carré. En Yoici 
le dépouillement: 

Les nombres loiooi, i^GSoôoi, 37833o8i, gSgSSSai, ii2855i6i, 
119093001 sont des multiples de 3, sans être divisibles par 9. 

Les nombres 5360761, i833652i, 47569081, 97683801, 155877001, 
163191161 sont des multiples de 7, sans être divisibles par le carré de 7. 

Les nombres' 1533961, 2390201 sont des multiples de 11, sans être 
divisibles par le carré de 1 1. 

Pour les autres on a 



I 10121 
995980 j 

368 I 9641 
64248841 

81914041 



= 100 . 100 4- 



121 



3i55.3i55 + 5776 

6067 . 6067 + I I 1 52 
8oi5.8oi5+ 8616 
:9o5o.9o5o-h II 54» 



5759161 

1 I 892361 

62927881 

76752621 

13590 196 I 



: 2399. 2399+ 3960; 

3448.3448+ 3657; 
7932.7932 4- II 267; 
8760.8760+ 14921; 
11657. 11657+ '63i2. 



253o484i 

28313721 

5 I 654281 

137837961 



9. 2811649 

9. 3145969 

49. 1054169 

9. i53i5329 



et 281 1649 

et 3145969 

et 1054169 

et i53i5329 



1676. 1676 + 2673; 
1773. 1773 + 2440; 
1026. 1026+ 1493; 
3913.3913 + 3760. 



A ce sujet nous croyons devoir rappeler quelques principes : 

I® Aucun nombre n'est carré s'il n'a l'une des terminaisons suivantes: 

00, 01, o4, 09, 16, 21, 24, 25, 29, 36, 4i, 44, 49, 56, 61, 

64, 69, 76, 81, 84, 89, 96. 

2* Tout nombre, qui contient un facteur premier^ doit, s'il est carré, 
être divisible par une puissance paire de ce facteur. 

3^ Tout carré, qui n'a pas pour racine un nombre /?re/w/>r, doit conte- 
nir un facteur simple inférieur ou au plus égal à sa racine quatrième. 
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NOTE TROISIEME, 

AnnoDcte ptge 12. 

Essai des nombres 5, 9, ao, ai, a4, 33, 4') 44, 4^» 4^, ^3, 56 daus la 
valeur 

558658-/(37 — /) , 
62 / -h I 



/- 5, 


558498 


t— 9' 


5584o6 


/_ao, 


5583 18 


/—ai. 


5583aa 


/ 24, 


558346 


/ — 33, 


5585a6 


<-4i, 


5588a-2 


/ 44, 


558966 


t 45, 


559018 


< 48, 


559186 


/— 53, 


559306 


/ — 56, 


55972a 



= 311.1795+ a53 
z 559. 998+ 524 

= 1241. 449+ ï'09 

= i3o3, 4^8+ 638 

~ 1 489 . 374 -f- 1 460 

= 2047. 272 + 174a 

= 2543. 219-h 1905 

= 2729. 204 + î^îfc5o 

= 2791. 200+ 818 

= 2977. 187 + 2487 

= 3287. 170 -h 716 
= 3473. 161 4- 069 



Paris. » Typographie de Firmia Didot frères, fils it C^ me Jacob, 56» 
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